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Convocatoria de la
Asamblea General Ordinaria de 2008

Se convoca la Asamblea General Ordinaria de la Sociedad “Puig Adam” de
Profesores de Matematicas correspondiente al afio 2008 para el sabado dia 29 de
marzo de 2008, en los locales de la Facultad de CC. Matematicas de la Universi-
dad Complutense de Madrid, Ciudad Universitaria, a las 11:30 en primera con-
vocatoria y a las 12:00 en segunda, con el siguiente:

ORDEN DEL DIA

1. Lectura y aprobacion, si procede, del acta de la sesion anterior.
2. Informe del Presidente sobre las actividades de la Sociedad.

3. Informe del Tesorero. Presentacion y aprobacion, en su caso, de las cuentas de
ingresos y gastos.

4. Eleccidn de nuevos cargos directivos, si procede.
5. Asuntos de tramite.

6. Ruegos y preguntas.

Nota sobre la cuota anual de la Federacion

Como ya saben nuestros socios, la cuota anual consta de dos partes: la de nues-
tra Sociedad, que esta establecida desde hace afios por la Asamblea General en 21
euros anuales, y la que se abona a la Federacion Espafiola de Sociedades de Pro-
fesores de Matematicas. Esta ultima ya fue elevada hace dos afios de 12 a 19 eu-
ros, lo que supone automaticamente que el recibo anual que se pasa asciende a 40
euros, lo mismo que el pasado afio 2007. Durante el presente curso, el recibo
anual se ha pasado en diciembre (en vez de en febrero, como solia hacerse) por-
que la Federacion requiere cerrar cuentas antes de fin de afio.

La Junta Directiva



XXVI Concurso de Resolucion de Problemas

convocado por
la Sociedad “Puig Adam” de Profesores de Matematicas y el

Colegio de Doctores y Licenciados en Filosofia y Letras y en Ciencias

BASES DEL CONCURSO

Primera: Los alumnos podran participar en el Concurso en tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3° de E.S.O.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° de E.S.O.
c) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato

Segunda: Las pruebas consistiran en la resolucion de Problemas de Matematicas
(los mismos para todos los concursantes de un mismo nivel) y se realizardn en la
mafiana del sdbado 7 de junio del 2008 a partir de las 10 horas en la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas y premios.

Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un maximo de seis)
deberan realizar la preinscripcion antes del dia 7 de Mayo del 2008, dirigiéndose
por correo electrdnico, carta o fax al presidente de nuestra Sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela

Departamento de Algebra

Facultad de Ciencias Matematicas
28040-Madrid - Fax: 91 394 4662

Correo electronico: jetayo@mat.ucm.es

En la preinscripcion no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos se-
leccionados. Si algun centro desea presentar mas de seis alumnos, debe solicitarlo
antes de la fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregaran a los alumnos que envien, credenciales individua-
les en las que se haga constar que han sido seleccionados por su excepcional
aprovechamiento en Matematicas, asi como el curso en que estan matriculados en
el afio académico 2007-2008.



VII Concurso Intercentros de Matematicas
de la Comunidad de Madrid

Como viene siendo habitual, el penultimo sdbado de noviembre es un dia
seflalado en la Facultad de Matematicas de la UCM. Organizado por nuestra
Sociedad, y con la colaboracion de esta Facultad, se celebrd en sus aulas el VII
Concurso Intercentros. La participacion fue andloga a la de los tltimos afios y el
interés y entusiasmo de los participantes nos demuestra, una vez mas, que dis-
frutar resolviendo problemas de Matematicas no esta refiiddo con el sano ejerci-
cio de competir.

Este afio hemos modificado en un punto las Bases del Concurso, cambiando
ligeramente la estructura de la prueba por equipos. Dicha prueba se realiza ahora
en tres niveles diferentes, por lo que hay, entonces, tres calificaciones en la mis-
ma, no como hasta ahora en que los seis componentes de cada equipo atacaban
todos los problemas, con lo que bastaba que hubiera un estudiante muy bueno
para obtener puntuacion muy alta en dicha prueba.

Todos los enunciados del concurso pueden verse en la pagina web de nuestra
Sociedad: www.sociedadpuigadam.es

A titulo de ejemplo, aqui tenéis algunos problemas que pusieron en aprietos a
los estudiantes.

En la prueba por equipos, a los chicos de 3°-4° ESO se les planted: Juan le dice
a Luisa: si me das tres monedas, yo tendré n veces las que tu tengas. [Ya! -le res-
ponde Luisa- pero si tu me das a mi n monedas, entonces yo tendré el triple de
las que te quedan a ti. ;Para qué valores de n son verdaderas estas dos afirma-
ciones?

O, en la prueba individual de Bachillerato: Antonio y Benito juegan con otros
14 jugadores un torneo de tenis, sin cabezas de serie, por el sistema habitual, es
decir, eliminando en cada partido al perdedor. Si los 16 jugadores son exacta-
mente igual de buenos, ;jcudl es la probabilidad de que Antonio y Benito lleguen
a enfrentarse?.

He aqui la relacion de ganadores en esta VII edicion.



Centros Ganadores

1. IES José Luis Sampedro (Tres Cantos)
2. Colegio Ntra. Sra. de Las Maravillas

3. Liceo Francés
Estudiantes Ganadores

Primer Nivel (1°y 2°de E.S.O.)
1. Jaime Mendizabal Roche (2° ESO, IES Ramiro de Maeztu)
2. Fernando Barbas Espa (2° ESO, IES San Juan Bautista)

Segundo Nivel (3°y 4° de E.S.O.)
1. Diego Peia Castillo (3° ESO, Colegio Amor Misericordioso)
2. Jesus Sanchez Diaz (4° ESO, Colegio Vedruna)

Tercer Nivel (Bachillerato)
1. Diego Izquierdo Arseguet (2° Bach., Liceo Francés)
2. David Alfaya Sanchez (2° Bach., IES José Luis Sampedro)

Enhorabuena a todos.

Joaquin Hernandez



Problemas propuestos en la Fase Local de la
XLIV Olimpiada Matematica Espafiola
en los distritos de Madrid

Se celebré en Madrid el viernes 18 y sabado 19 de enero de 2008, proponién-
dose tres problemas en cada sesion de tres horas y media, no estando permitido el
uso de calculadoras. Cada problema se calificaba sobre 7 puntos.

Problema 1. Demuestra que no existen enteros a, b, ¢, d tales que el polino-
mio P(x)=ax’ +bx* +cx+d (a#0), cumplaque P(4)=1 y P(7)=2.

Problema 2. En un rectangulo 4BCD, elegimos puntos £ y F en el lado AB de
modo que AE = EF. La perpendicular a AB por E corta a la diagonal AC en el
punto G. Los segmentos FD y BG se cortan en H. Probar que los tridangulos FBH
y GHD tienen la misma area.

Problema 3. Encontrar todos los enteros a, b y ¢ que verifican:
‘a + b‘ +c=19
ab+|c =97

Problema 4. ;Qué niimero es mayor: 999! 6 500”” ? Justifica la respuesta.

Problema 5. Se consideran 17 enteros positivos tales que ninguno de ellos tiene
un factor primo mayor que 7. Demuestra que hay al menos una pareja de estos
nimeros cuyo producto es un cuadrado perfecto.

Problema 6. Dibujamos en el plano un cuadrilatero convexo ABCD en el que las
diagonales AC y BD se cortan en el punto O. Si las longitudes de sus lados y de
sus diagonales son racionales, demuestra que la longitud OA es también racional.

Nota: La Crénica con los ganadores se publicara, una vez que se haya calificado,
en el proximo numero del Boletin.



Presentacion del Prof. Bruno D’ Amore

Doctor en Matemadtica, Doctor en Filosofia y Doctor en Pedagogia por la Uni-
versidad de Bolonia y PhD en Mathematics Educacion por la Universidad de Nitra
(Eslovaquia) es “Full Professor” de Didactica de la Matematica en el Departamento
de Matematica de la Facultad de Ciencias de la Universidad de Bolonia y ensefia en
las Facultades de Ciencias de la Formacion de las Universidades de Bolonia, de la
Libre Universidad de Bolzano y de la Alta Escuela Pedagogica de Locarno (Suiza).

Ensefia en cursos de Doctorado de la Universidad Distrital de Bogotéd y colabo-
ra en doctorados de las Universidades de Bologna-Palermo, de Alicante, de Bra-
tislava y Nitra (Eslovaquia) y México DF.

Es responsable cientifico del Nucleo de Investigacién en Didactica de la Ma-
tematica de la Universidad de Bolonia (RSDDM, 42 investigadores) y de numero-
sos proyectos de investigacion nacionales e internacionales.

Es fundador y director cientifico del Congreso Nacional “Encuentros con la
Matematica” de Castel San Pietro Terme, el mayor de los anuales en Europa (este
afio su edicion 22). Es fundador y director cientifico de la revista La matematica e
la sua didattica (Editorial Pitagora, Bolonia) y miembro del Comité Cientifico de
numerosas revistas internacionales de investigacion en Italia, Espafia, México,
Chipre, Grecia, Colombia, Eslovaquia, Venezuela, etc. Es miembro del grupo de
investigacion Mescud de la Universidad Distrital de Bogota (Colombia). Es direc-
tor de diferentes colecciones de varias editoriales. Es autor de més de cien libros
de matemadtica (didactica y divulgacion), cuya lista completa se encuentra en el
sitio del RSDDM.

Es miembro del Comité local de organizacion del Congreso Internacional que
se celebrard en Roma en marzo 2008 (en el centenario del I congreso ICME
1908). En este congreso presenta con Martha Isabel Fandifio Pinilla un trabajo al
WGS5 (organizado por Gilah Leder y Luis Radford): The evolution of theoretical
framework in mathematics education.

Por ultimo, deseamos mostrar nuestro agradecimiento al Prof. Bruno
D’ Amore, por publicar en nuestro Boletin el articulo incluido a continuacion.

José Maria Sordo Juanena
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El cero, de obstaculo epistemologico
a obstaculo didactico

Bruno D’Amore

Departamento de Matematica, Universidad de Bologna, Italia
Facultad de Ciencias de la Formacion, Universidad de Bolzano, Italia
Alta Escuela Pedagodgica, Locarno, Suiza
Mescud, Doctorado de investigacion, Universidad Distrital, Bogota, Colombia

damore@dm.unibo.it - www.dm.unibo.it/rsddm

Abstract

Is it really true that zero is not a spontaneous concept for children in
pre-schooling age? Is it really true that the difficulty of its concep-
tual construction is based on the evident fact that it is an epistemo-
logical obstacle? In this text we show, through dialogues with chil-
dren ranging in age from three to six, that the generation of zero
both as a digit and a cardinal is fully present and spontaneous. We
thus suppose that at the origin of zero learning difficulties are also
didactic obstacles, created by the widespread trend to avoid a spon-
taneous introduction of this concept based on the experience, al-
ready present, of children of that age. Therefore it is not zero itself
an obstacle, but pseudo-didactic convictions in this regard.

Resumen

JEl cero es realmente un concepto no espontaneo para los niiios en
edad pre-escolar? ;Es verdad que la dificultad de su construccion
conceptual radica en el evidente hecho que se trata de un obstdculo
epistemologico?. En este texto se muestra, gracias a coloquios con
nifios entre tres y seis aios, que la génesis del cero, tanto como cifra
como cardinal, es espontdnea en ellos. Se parte, por lo tanto, de la
hipotesis de que en el origen de las dificultades en el aprendizaje del
cero existen también obstdaculos didacticos, creados por la difundida
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tendencia de evitar una introduccion espontdanea de dicho concepto,
basada en la experiencia ya vivida por niiios de esta edad. No es por
lo tanto el cero en si mismo, lo que constituye un obstaculo, sino las
relativas convicciones pseudo-didacticas.

1. El cero esta presente en la vida de todos los dias

Comienzo con una ilustre observacidon
hecha por Alfred North Whitehead:

«(...) para las normales actividades
cotidianas, el cero, de hecho, no nos
sirve. Ninguno va al mercado a comprar
cero pescados. El cero es, en un cierto
sentido, el numero cardinal mas civili-
zado de todos y su uso nos viene impues-
to de las exigencias ligadas al ejercicio
de una refinada racionalidady

(cit. en Seife, 2000, pag. 12).

Alfred N. Whitehead [1861-1947]

Veamos como un gran pensador y cientifico contemporaneo nos introduce en
aquel refinado niimero natural que el ser humano ha empleado milenios en con-
cebir y crear, hasta su incorporacion en el lenguaje y en el mundo cientifico.

Pero es falso afirmar que el cero no se presenta inmediatamente en la vida de to-

dos los dias:

e los cronometros y el tiempo parten de cero; en los relojes digitales podemos
leer 00:00 al sonar la medianoche, y sélo después de un minuto leemos 00:01;
cuando se llega a esta escritura, habrd pasado un lapso de tiempo, sesenta se-
gundos; pero al inicio de la escritura leemos cero y no uno.

e en la balanza, en ausencia de objetos sobre el plato, esperamos que aparezca
cero.

e si pensamos en los cheques: cualquiera aprende rapidamente el uso del cero
como cifra para llegar a escribir nimeros siempre mas grandes.

11



Ciertamente, existen algunas incongruencias:

e ¢l primer ordinal en matematica es el cero, pero en la vida cotidiana es el uno;
e nadie contaria sus monedas a partir de cero.

pero tiene sentido expresar el cardinal de un conjunto vacio, activando de esta
forma la percepcion, incluso fisica, del concepto de cero.

2. Construir el conocimiento de cero

Sin embargo: una cosa es afirmar que el ser humano ha creado antiguamente el
concepto de cero, y otra muy distinta entender cdmo una persona, hoy en dia, se
construye este conocimiento...

Jean Piaget [1896 — 1980]

Afirmaba Jean Piaget (cit. en: Piattelli Palmarini, 1980, pag. 26):

«[...] o la matemdtica es parte de la naturaleza, y entonces deriva de la construc-
cion humana, creadora de nuevos conceptos, o la matemadtica tiene origen en un
universo platonico y sobre-sensible, y en este caso se mnecesitaria demostrar a
través de qué medios psicologicos es posible adquirir su conocimiento, aspecto
que nunca antes se ha tomado en consideraciony.

Si este tipo de discusiones vale relativamente para el nimero natural genérico,
la misma discusidn vale para el cero, nimero natural especifico.
(De qué manera y siguiendo cudles caminos un aprendiz construye el objeto
13 29
cero”?.

12



A este punto es necesario distinguir inmediatamente entre tres categorias de
objetos matematicos:

e cero como ordinal,
e cero como cardinal,
e cero como cifra.

Estos tres objetos matematicos, conceptualmente muy distintos, pueden inclu-
so coincidir, una vez adquirida una oportuna competencia; los tres objetos deberi-
an contribuir, cada uno por su cuenta, en la construccion del concepto general
“cero”.

El interés de esta situacion es notable, dado que ilustres autores han declarado
la imposibilidad del nifio de construir el objeto “cero”. Pero: ;de qué cero se tra-
ta?, ;del cero cardinal?, ;del cero ordinal?, o ;del cero cifra?. ;Es verdad que
para un nifio es imposible construir alguno de estos tres conceptos?.

3. El cero, obstaculo epistemoldgico

Dada la historia, larga, controvertida y compleja, del objeto “cero”, nos viene a la
mente inmediatamente el hecho de que nos encontramos frente a un claro ejemplo
de obstaculo epistemologico.

Lo demuestro en seguida, recordando
brevemente la historia, concordando con
la siguiente afirmacion de Tobias Dant-

zig:

«En la historia de la cultura, el
descubrimiento del cero emergerd
siempre como una de las mds gran-
des conquistas individuales del géne-
ro humanoy

(cit. en: Seife, 2000, pag. 18).

[La tnica duda que tengo, es en el uso
del término ‘“descubrimiento”: yo creo
que se trata de una verdadera “creacion”

del ser humano, una creacion socialmen-
te compartida]. Tobias Dantzig [1884-1956]

13



En el sistema aditivo - posicional con bases mixtas (diez, veinte y sesenta) de
los Sumerios antes y de los Babilonios después, hubo necesidad de un signo espe-
cial para separar las cifras, es decir, para separar los puestos vacios; es como si
escribiéramos 3@2 para indicar 302; el signo m estaria indicando que entre las 3
centenas y el 2 de las unidades, el puesto de las decenas estd vacio. En tabletas
fechadas entre el 3000 y el 2000 no existe ni siquiera el espacio vacio (como en
una proveniente de Uruk y conservada en el museo de Louvre, inventariada con el
nimero AO 17264), lo que crea cierta incomodidad a quien la esté interpretando.

Entre el 1700 y el 400 se hace cada vez més frecuente el espacio vacio. Mien-
tras que en la época seleticida (entre el 311 y la primera mitad del I siglo) aparece
finalmente un signo expresamente destinado para indicar dicho espacio vacio sin
crear equivocos (como en la tableta proveniente de Babilonia y conservada en el
British Museum, inventariada con el nimero BM 32651).

»

Signos usados por los Babilonicos para indicar,
en la escritura numérica en época selénica, un espacio vacio.

Una reflexion es necesaria: en nuestro actual sistema, 0 es una cifra en todo y
por todo; en el sistema babilonio antiguo el signo introducido significa “ausencia”
y no tiene la funcion de numeral. Puede pensarse como una diferencia no signifi-
cativa, pero es asi: aceptar un signo numeral especifico que indica o el vacio o la
nada o la ausencia como cifra propiamente dicha indicando un numeral, es un acto
de gran coraje cultural y filoséfico. No sabemos cuando sucedio este hecho, pero
existen documentos del 200 donde esto es evidente: aparece en estos documentos
un signo para indicar la ausencia de las cifras, pero dicho signo ain no es una
cifra.

Ni siquiera los Griegos, los mas grandes matematicos de la historia, concibie-
ron el cero como nimero; los nimeros iniciaban a partir de dos, dado que para
ellos “el numero es multiplicidad”; por tanto, el uno no es un numero y tanto me-
nos el cero; no existia ni siquiera la idea de este.

14



Generalmente se dice que este hecho
esta relacionado con el terror filosofico
que los Griegos tenian de la nada, del
vacio, de la ausencia, concepto que en-
traba en fuerte contraste con la filosofia
de Parménides (el Ser, unidad y totali-
dad, eterno, de donde se puede predicar
solo que “es”) que domind su pensa-
miento filosofico.

Parménides de Elea [V — VI siglo]

Sin embargo un signo redondo apa-
rece en Ptolomeo en el 150 para indicar
grados, primos y segundos nulos en las
medidas de amplitud.

Ptolomeo [85 - 165]

Pero no nos limitemos, como hacen muchos, s6lo al mundo mediterraneo. El
cero aparece de modo explicito, sea como glifo sea como simbolo, en la aritméti-
ca perfectamente posicional en base veinte de los Mayas, cuya civilizacion flore-
ci6 entre el 300 y el 900 ocupando un territorio poco mas extenso que 300.000
km®.

Se trata de una civilizacion estupidamente ignorada por Europa de los estudios
escolares, tipicamente europeo -centristas, dado que alcanzé vetas culturales in-

creibles. Alrededor del 925 los Mayas abandonaron en masa sus territorios por

15



motivos que, si bien existen innumerables hipdtesis, son sustancialmente desco-
nocidos; los pocos Mayas que se quedaron debieron sufrir en un primer momento
el dominio de los Toltecas (provenientes de México), para después retomar el
poder alrededor del siglo XV. Actualmente se cuentan atn 2 millones de Mayas,
distribuidos entre México meridional y Guatemala.

37

Glifo usual del “kin”, dia Glifos cefalomorfes del kin

En la “placa de Palenque” aparece este glifo que
significa “cero kin”, la ausencia del dia

16



Varios glifos de cero, tomados de estelas y esculturas mayas

S

Cero, en una de sus diversas versiones en la escritura numeral Ma-
va, a veces llamada “ombligo”, mas en general “concha”

Como muchos saben, el cero fue concebido en forma madura en India, la tierra
de la idea del nirvana, el ultimo estado de la perfeccion a la cual tiende el hombre
en las tres grandes religiones hindaes (budismo, giainismo e hinduismo, por cuan-
to diferenciado en cada uno de estas). Con mayor precision, el cero aparece como
cifra en India con la escritura Gwalior en el siglo VI, confirmado en la escritura
sdnscrita Devanagari en el siglo VII (después en las diversas escrituras drabes del
siglo VIIT y IX).

Un primer uso conocido en India de un principio posicional que incluia el cero,
se encuentra en el documento Lokavibhaga del 458.

17



En el 510, en India, el astronomo
Aryabhata usaba la palabra sanscrita
‘kha’ en su texto astrondmico mas fa-
moso, el Aryabhafiya, para indicar el
puesto vacio en una escritura posicional
de los numeros naturales. Pero ya se
habia delineado un uso de kha como un
numeral para indicar la cifra cero.

Aryabhata [476-550]

Palabras sanscritas que han sido utilizadas durante siglos y con las cuales se
hace referencia al cero:
e kha, ambara, akasa, antariksa, pagana, abhra, viyat, nabhas: el cielo, la atmos-
fera, el espacio;
e dinya: el vacio;
e bindu: el punto.

En el 629, el matematico y astronomo Bhaskara escribio, siempre en sanscrito, un
importante libro - comentario al Aryabhafiya; en éste calcula la duracion del Caturyu-
ga, es decir, el periodo de tiempo necesario para que los nueve elementos del firma-
mento (Sol, Luna, diversos planetas) se encuentren en alineacion perfecta. Se trata de
4.320.000 afios. Para escribir este nimero con palabras y no en cifras, Bhaskara, para
los ultimos cuatro ceros, escribe precisamente vacioespacioatmosferacielo. [En reali-
dad, estudios de los afios 70 han mostrado que el nimero no se expresa simple-
mente con palabras, sino en notacion, que hoy llamariamos polinomial, en un
perfecto sistema posicional de base diez] (Ifrah, 1980, paginas 498-499).

Ademas, entender cero como numero lleva inmediatamente a la idea de los
nimeros negativos y a la aceptacion de sustracciones en las cuales el minuendo es
menor que el sustraendo, como 2-5; esto, como consecuencia, implica la total
aceptacion, con mayor razon, del hecho que 2-2 es un numero, un nimero en todo
el sentido de la palabra, sin ninguna duda.

18



La aritmética de los numeros negativos esta particularmente ligada a la obra
del matematico hindit Brahmagupta [598-668]: Brahmasphutasiddhanta (literal-
mente: El entreabrirse del universo) del 628.

Brahmagupta intentd igualmente determinar el valor de 0/0, sin mucha fortuna,
dado que llego6 a afirmar que dicho valor era 0; mientras que dejé abierto el pro-
blema de decidir el valor de 1/0.

Soélo en el siglo XII, Bhaskaracharya
escribid que nada cambia si a 1/0 se
agrega cualquier otro niimero «porque
ninguna cosa puede alterar el infinito e
inmutable Dios» (el libro se llama: Bija-
ganita, es decir: El recuento de las semi-

llas).

Bhaskaracharya [1114-1185]

Volvamos a Brahmagupta; quien indica el puesto vacio con Sinya, pero inter-
pretandolo como el valor de nombre de un numero que expresa la nada.

Antes de seguir con la historia, una pequefia digresion lingliistica. Notese co-
mo el término hinda ‘Stinya’ (‘cero’ o ‘vacio’) se transforma en ‘sift’ en arabe y
‘zephirum’ en latin; mientras que la traduccion alterada de ‘sift’ se transforma en
‘cifra’ en latin (junto a otros términos medievales como ‘sifra’, ‘cyfra’, ‘tzyphra’,
‘cifre’, ‘cyfre’,... que se encuentran en manuscritos y libros de dbaco).

Aun en el siglo XII, decir de una persona que era una “cifra de angorisma” o
una “cifra en algorismos” era despreciativo; seria como decir hoy: “aquella perso-
na vale como un cero en un calculo”.

Mas tarde, la palabra latina ‘cero’ viene interpretada como signo que indica un
nimero cualquiera, es decir, el actual uso de ‘cifra’ en espafiol. Suerte analoga le
toco al término adoptado a finales de la Edad Media en Francia: ‘cifre’ se trans-
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formd en ‘chifre’ llegando al actual ‘chiffre’; el cambio de significado de ‘cero’ a
‘cifra’ se dio mas tarde, dado que textos de finales del siglo XV hablaban de ‘chi-
fre’ en el sentido de ‘cero’. Historia andloga en Alemania, donde ‘sifr’ se trans-
forma en ‘zifra’, ‘ziffra’ y después al moderno ‘Ziffer’ en aleman (notemos que,
en aleman, ‘cero’ se dice ‘die Null’). ‘Cifra’, en espafiol, tuvo, mas o menos, la
misma historia que en italiano. En portugués, ‘cifra’ tiene el mismo significado
que en italiano y espafiol, pero en ocasiones se puede atin encontrar en el sentido
de ‘cero’. En albanés, ‘cero’ es ‘cero’ y ‘cifra’ es ‘shifra’. En sueco, ‘siffra’ estd
por ‘sin valor’. En inglés se mantuvo por largo tiempo el término ‘cipher’ por
‘cero’, mientras que para decir ‘cifra’, durante mucho tiempo se uso ‘figure’ o
‘numeral’, antes que ‘digit’.

Pero, volvamos a la historia. En el 950 los Moros en Espafia escribian (uso las

cifras actuales): 83 para escribir lo que hoy decimos 8030, y 83 para escribir
8003.

El monje Gerberto de Aurillac
[950 — 1003], que seria después Papa
Silvestro II, habil abaquista, en el 967
usaba fichas de cuerno para hacer
calculos; pero tenia una ficha especial
con la cual indicaba el puesto vacio,
llamada sipos (palabra griega que
significa ‘guijarro’).

Gerberto de Aurillac [950 — 1003]

Leonardo hijo de Bonaccio
(Fibonacci) el Pisano, en el 1202,
habla atn de 9 “cifras” hinduaes
(las figura de los hindues) y del
“signo” cero. Le niega por tanto al
cero la dignidad de cifra.

Leonardo Fibonacci el Pisano [1176-1240]
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El cero no entra en Europa hasta después que el obispo de Paris, Etienne Tem-
pier [? — 1279] convocara un concilio con el objetivo de denunciar y revocar pun-
tos de vista de Aristoteles contrarios al cristianismo y que eran aceptados hasta
entonces. Su uso era esporadico entre los comerciantes, pero no asi en el nivel
académico.

Alessandro De Villa Dei alrededor de 1240 (algunos afirman que en 1225)
escribe la Cancion del algoritmo (Carmen de Algorismo) leida y releida en los
conventos y en las universidades por quienes se ocupasen de arismetrica:

Prima significat unum, duo vero secunda;,
Tertia significat tria; sic procede sinistre
Donec ad extremam venias, quae cifra vocatur

lo que significa que cero no se consideraba en el primer puesto de la sucesion de
los nimeros naturales, sino al puesto décimo, aquella cifra ubicada al ultimo pues-
to, después del 9.

Tal vez una conciencia definitiva de
que el cero debia ser considerado al mis-
mo nivel de cualquier otro niimero se
tuvo en 1484, cuando el médico-
matematico Nicolas Chuquet resolviendo
la ecuacion 3x*+12=12x encuentra

V16 —16, lo que le permite afirmar que

tiene sentido calcular +/0 , es decir, trata
el cero como cualquier otro niamero.

Nicolas Chuquet [1445-1488]
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El término cero, exactamente como
lo nominamos hoy, hace su aparicion
explicita en la obra Aritmetica Opuscu-
lum de Filippo Calandri (hoja 4, linea
2), estampado en Florencia en 1491,
(Codigo 2669, Biblioteca Riccardiana
de Florencia).

- % 5
© BIBLIOTECA RICCARDIANA

Una historia mas que bi-milenaria, por tanto, para la aceptacion en todo senti-
do de este numero, comodisimo como cifra, dificil como concepcion en calidad de
namero.

Pero cuando un objeto nuevo entra en el lenguaje comun y en los hébitos coti-
dianos, se desencadenan mecanismos nuevos de aceptacion semantica que antes o
después determinan convenciones de uso que entran a formar parte, precisamente,
del lenguaje de todos los dias. Por tanto, los nifios de hoy no necesitan recorrer el
largo camino que recorrié la humanidad y entran en contacto con esta palabra, es
decir con este objeto mental, espontanea e ingenuamente, apropidndose de éste sin
fatiga.

4. Uso espontaneo del cero en nifios entre los 3 y los 6 afios

Para demostrar lo afirmado precedentemente, me limito a presentar algunos frag-
mentos de conversaciones con nifios; cada uno de estos fragmentos va precedido
de un titulo que resalta el “tipo” de cero que aparece citado espontaneamente.
Naturalmente, de todas las conversaciones a disposicion (mas de 60), elijo las de
mayor significado o que ejemplifican mejor el argumento tratado. Estas conversa-
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ciones fueron dirigidas o por mi personalmente o registradas por colabores del
NRD de Bolonia en diversas ciudades italianas.

4.1 Cero como cifra 'y como cardinal
Primera conversacion con una nifia.

[La nifia, M, tiene 4 afios y 6 meses].

Se juega a: «Yo digo un numero... A ti /qué te viene a la mente?.».
Investigador: Nuimero diez.

M [contentisima, mostrando las manos abiertas]: Los dedos de las manos.
I: Nimero uno.

M [piensa un poco, después se toca la nariz]: Mi nariz.

I: Numero cero.

M: Los nifios que hay aqui. Estoy yo y después cero.

I: {Qué significa cero?.

M: Que no hay nada. ;Ves?. [Muestra
las dos manos cerradas a pugno] No hay
nada.

I: {Tu sabes cdmo se escribe el nimero diez?.
M: Si. Con uno cero y un uno. [Escribe con los dedos en el aire cero y uno].
I: {Entonces cero significa nada?.
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M: No, cero significa mucho.

I: Pero, ;como?, antes dijiste que cero significaba nada, ahora ;estas diciendo que
significa mucho?.

M: No, no entiendes... Cero significa nada, pero también significa mucho. Se tu
me das cero dulces me viene un estomago grande grande.

[: Pero, ;como?, no entiendo. ;Codmo es posible que cero signifique mucho?.

M: Cuando tu dices diez el cero significa mucho. {Si!, ese cero quiere decir mu-
cho.

I: Entonces cien significa mucho mucho?.

M: No se, no se ;qué significa esa palabra?.

I: Cien es un nimero que se escribe con un uno y después un cero y después aun
otro cero. Entonces ;jes mucho o poco?.

M: Yo no lo sabia. Entonces cien es mas grande de diez y el cero quiere decir
mucho mucho... pero jmucho!.

I (Y mil?.

M: ;Cbédmo se escribe?.

I: Con un uno y después cero cero cero. Aqui ;como funciona?.

M: Que el cero quiere decir mucho mucho mucho porque es mas mas mas de diez.

Breve comentario: Aparece evidente la doble naturaleza del cero construido por
M, como cifra para “hacer crecer” los numeros, como cardinal del vacio, de la
nada. Las dos concepciones estan presentes, distintas y evidentes. M muestra una
gran destreza en el manejo de estos dos aspectos, pero lo que emerge con fuerza
es la explicita distincidén que logra hacer M de estos.

Segunda conversacion con la niia.

Algunos dias después. La docente que realiza la entrevista y M deciden hablar
informalmente, después de haber festejado los once afios del hermano y del primo
de M quienes nacieron el mismo dia.

(..)
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Investigadora: Dime ;cuando uno es tan viejo, pero tan tan tan viejo?, para ti,
[cuantos afios tendria que tener una persona?.

M: Ninguno.

I: (Ningtn afio?. Pero, cuando uno es tan, pero tan viejo, ;cuantos afios debe te-
ner? Cuando el cabello, la barba, es toda blanca ...?.

M: jPapa Noel!

I: {Cuantos afios tiene Papa Noel?.

M: Muchos.

I: {Cuantos?.

M: Doce.

I: Y si tuviese mas de doce afios ;cudntos afios podria tener?. Un nimero mas
grande de doce...

M: Cien.

I: /Y situviera atin mas? ;Mas de doce, mas de cien?.

M: Nada... cien... cero.

I: Cero (cuanto es?.

M: Es mucho [acompafia la palabra con un gesto de los brazos, como si quisiera
extenderlas fuera de si].

I: ;Y mucho, cuanto?

M: Muchisimo [nuevamente el mismo gesto con los brazos].

I: Pero si yo te diera cero dulces, ;cuantos te daria?.

M: Nada.

I: (Entonces qué es cero?.

M: Nada.

I: Déjame ver como puede ser cero.

M: [Muestra las dos manos cerradas como un puiio].

I Y (qué significa cero?.

M: Nada.

(...)

I: ;Y el nuimero mas pequefio de todos?.

M: Uno.

I: ;Hay un numero mas pequefio de uno?.

M: No.

I: Tu ;cuantos hermanos tienes?.

M: Uno.

[ Y ;(cuantas hermanas?.

M: Una.

[: Y ;como se llama?.
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M: No tengo.

I: Entonces ;Cuéntas hermanas tienes?.

M: Ninguna.

I: {Qué ntimero es “ninguno”?.

M: Cero [de nuevo muestra las manos cerradas].

[De esta entrevista se dispone un video].

Breve comentario: No debe sorprender el hecho de que la entrevistada se con-
tradiga en varias ocasiones; en una ocasion el nimero mayor es 12 (ciertamente
relacionado con el hecho que el hermano, después de los 11 afios apenas cum-
plidos, cumplira 12, pensado como futura meta lejana), después es 100 y des-
pués es 0. Forma parte de la naturaleza de los nifios responder con base en mo-
tivaciones internas, dando asi respuestas no siempre coherentes con la intencion
de la pregunta del adulto. Las evidentes contradicciones, que podrian ser motivo
de crisis si se tratase de un adulto, forman parte de las caracteristicas de las ar-
gumentaciones infantiles. Pero, mas alld de esto, M tiene plena conciencia de la
doble naturaleza del cero que ha construido, como cifra y como cardinal. Es
mas, en esta conversacion el hecho aparece atin més evidente que en la conver-
sacion precedente.

Conversacion con un niro.

[Se esta hablando de numeros en grupo; pero ahora se prosigue con una entrevista
individual. El investigador entrevista a un nifio, B, de 5 afios y 3 meses que, en un
juego precedente, habia declarado que conocia todos los nimeros].

I: Entonces, /tu conoces todos los niumeros?.

B: Todos todos no lo se, pero si muchos.

I: Y ;cudl es el nimero mas grande que conoces?.

(...)

I: Y ;el mas pequefio?.

B: jDos!

I: Ah jsi?.

B: Si, yo tengo dos hermanos.

I: { Todos tus compafieros tienen dos hermanos?.

B: No, mi amigo Simon tiene so6lo una hermana.

[: ;Quien tiene mas hermanos, tu o Simdén?.

B: Yo tengo mucho mas que €l.

I: Entonces, ;Cudl es el nimero mas pequefio de todos?.
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B (Pensativo, no responde; después): Ah, pero Catia no tiene hermanos, ella es la
que tiene menos.

I: (Si1? ;Cuéantos hermanos tiene Catia?.

B: jOh!, pero si no tiene, no tiene y ya.

I: Tu tienes dos hermanos, Simdn tiene s6lo uno, y Catia ;cuantos tiene?.

B: Beh, cero, ;no? Catia tiene cero hermanos. Menos de todos.

I: {Cudl es, para ti, el nimero mas pequefio de todos?.

B: Quien no tiene hermanos, como Catia, cero.

I Y ;sabes escribir todos estos numeros?.

B: Pues si, te muestro. [Toma el marcador y escribe correctamente en una hoja
correctamente 2, después 1, y hace un gran circulo, exclamando:] jEste es el mas
grande di todos!

Breve comentario: B es consciente de que 0 es el menor entre los nimeros natu-
rales que expresan magnitudes; pero también aqui emerge el cero como “grande”,
pero tal vez haciendo referencia a las dimensiones del signo grafico.

4.2 Cero como cifra

Entrevista a un nirio.

[El nifio M tiene 5 afios y 6 meses].

Investigador: (...) Pero si yo te pido escribirlos, ;sabes hacerlo?.

M: Cierto, me lo ha ensefiado mi mama

I: (De verdad?, vedmoslo. Comencemos con trescientos veintiséis.

M [Escribe 30026; declarando]: Este es un tres, este es cero, este es cero y este es
veintiséis. [Muestra el resultado satisfecho, girando la hoja a fin que el investiga-
dor lo pueda ver].

I: ;Y sabes escribir también trescientos?.

M: Si, es muy facil. [Escribe correctamente 300, después gira la hoja].

I: Pero, ;es més grande trescientos veintiséis o trescientos?.

M: Trescientos veintiséis, ;no? [E indica la extension de la escritura].

I: ;Y siyo te pido escribir un nimero grande grande grande?.

M: ;Cémo las estrellas del cielo?.

I: Si, 0 aun maés grande.

M: Escribo entonces un tres, con muchos muchos numeros después. [Escribe un
tres seguido de tres tres y después hace un garabato hacia la derecha, como indi-
cando que su numero continual.

I: Y lo puedo escribir s6lo con un tres seguido de muchos muchos ceros?.
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M: Pues si, como en el dinero, un tres y después cero cero cero [y con la mano
derecha insinta escribir ceros en el aire].

I: Si yo escribo trescientos [lo escribe en la hoja], tu ;cémo lo lees?.

M [lo observa y con seguridad, alzando una mano]: Trescientos, ;no?.

I Y ;si escribo tres mil? [Lo escribe en una hoja].

M: Tres mil, ;no? Y si escribes otros ceros, es mucho mas.

Breve comentario: Total conciencia del cero como cifra, antes del ingreso a la
escuela primaria. La escritura 30026 como trescientos veintiséis no debe asom-
brar; esta forma de escribir ha sido ampliamente testimoniada por la literatura de
investigacion; es el primer paso espontaneo hacia la escritura posicional. No se
debe considerar como “error” sino como un pasaje necesario hacia una escritura
evolucionada formal adulta: la diccion oral “trescientos - veintis€is” es interpreta-
da y transcrita literalmente, pasando del registro semiotico lengua natural al regis-
tro semiotico escritura formal hindu - arabe de los numerales.

Entrevista a otro nirio.

[El nifio S tiene 3 afios y 10 meses]

Investigador: ;Cuadl es para ti el [numero] més pequeiio?.

S: No lo se... Yo tenia un trenecito, pero ahora mi mama lo ha regalado a Carla.
I: Ah, ;Cuantos vagones tenia tu trenecito?.

I: Pero, ;prefieres tener tres o cinco chocolatinas?.

S: Pues cinco, ;no? Cinco son asi [y, correctamente, muestra la mano abierta].
I: Pero entonces (es mas pequeilo tres o cinco?.

S: Ah, tres, tres chocolatinas, se las doy a otro, pero cinco las dejo todas para mi.
Te lo habia dicho ;no?.

I: Entonces, tres es menor que cinco.

S: Pues, si. [Hace un gesto, extendiendo los brazos como diciendo: Es natural].

I: Entonces, ;cual es el mas pequefio de todos?.

S: Pues, tres es mas pequeiio que cinco. Pero el més pequefio de todos es cuando

tienes s6lo una chocolatina, eso si que es poco, es lo de menos, menos es imposi-
ble.

I: ;Seguro?. Y si tu te comes la tltima chocolatina, ;cuantas te quedan?.
S: iBeh!, si me como la tltima después me quedan cero, cero chocolatinas, no hay
mas, si me como la ultima. Pero después compramos otras.
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Breve comentario: S. tiene menos de 4 afios, pero ya ha conceptualizado cero
como cardinal del conjunto vacio; lo trata como un niimero, con el mismo criterio
de los otros. Divaga en la narracion, se pierde un poco al contar (“obliga” la mano
abierta a tener tantos dedos como nimeros citados), pero posee cero como cardi-
nal. Su argumentacién en mas de una ocasion parece dirigirlo en direcciones di-
versas pero siempre rectifica, lo cual es indicio de que ha adquirido una cierta
conciencia.

Una entrevista iluminadora

El Investigador entrevistd a un nifio, M, de 5 afios y 7 meses, partiendo de muy
lejos y logrando que le hablara de lo que maés le interesaba en aquel momento, una
coleccion de reproducciones de tractores, muy comun entre los nifios de esta sec-
cion y de aquel pueblo.

(...)

Investigador: ;Y el més pequefio de todos?.

M: ;Cero!

I: ;Y mas pequefio de cero?.

M: Nada.

I: {Que significa cero?.

M: Cero. Nada. Pero yo sé cuanto es seis mas seis. Estos aqui los se todos.

I: Seis mas seis, ;cuanto es?.

M: Seis mas seis es doce.

I: ;Y seis mas uno?.

M: Sesenta y uno. Te digo los que son mas faciles. Aquellos facilisimos me los se
todos. (...) Cinco mas cero, jcinco!.

I: {Por qué cinco mas cero da cinco?.

M: Me lo dijo Victoria.

I: Y entonces, ;seis mas cero?.

M: Seis.

I Y ;siete mds cero?.

M: Siete.

(...)

I: {Me dices como es cero?.
M: Es como una “0”.

I: (Es grande o pequefio?.
M: Es medio.

I: ;{Me dejas verlo?.

29



M: Lo dibujo. [Con el dedo indice hace un disefio sobre la mesa donde se recono-
ce el objeto cero, después pide una hoja y un lapiz para escribir; realiza un circulo
“oblongo”, un cero escrito lo bastante grande como para llenar la hoja].

I. Pero cero no vale nada. [Hace un gesto de negacion con la cabeza]. ;Y ahora
qué dices?, ;jen el diez esta el cero?.

M: Si.

I: Entonces ;vale o no vale el cero?.

M: Esta en el diez, en el cien, en todos estos nimeros de aqui.

I: Pero, /vale o no en estos nimeros?.

M: Si, pero cuando va antes no vale.

I: Y cuando esta después ;vale?.

M: Si.

I: {Cuanto vale cuando esta después?.

M: Diez... cien... y asi.

(...)

I: Tu tienes una hermanita pequefia y es posible que ella no sepa todas las cosas
que tu sabes, y tal vez no lo sabe porque es pequefia. ;Como le explicarias a ella
como funciona el cero?.

M: Yo le digo que no vale nada, pero que después si vale.

I: (Por qué dices que “después vale”?.

M: Que en diez, cien, ciento uno, ciento dos, ... y en todos los otros siempre hay
un cero.

[M toma en la mano un lapiz, lo examina con atencidn; da la idea de no querer
continuar; pero después]

M: Dime mas cosas de éstos.

I: Si yo te pido que cuentes, ;por donde comienzas?.

M: De uno.

I: ;Y cero? ;Es un nimero o no es un numero?.

M: Cuando inicia no.

I: Entonces, cuando se inicia a contar no se dice cero. Y ;cudndo se dice cero?.

M: Yo tengo un computador pequeiio ... que no tiene el cero. Tiene solo diez. ;Me
dejas ver si el tuyo lo tiene?.

I: En el mio estdn todos los nimeros.

M: ; Tiene cero, uno, dos, tres, ...,?.

I: Si. Pero, si inicio a contar y digo cero, uno, dos, ... ;me estoy equivocando?.
[Afirma con la cabeza esbozando una sonrisa con picardia]. ;Como se debe con-
tar?.

M: Uno, dos, tres, ..., asi.
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[Abre los dedos de las manos para ayudarse, después se frota una mano contra la
otra intentando quitar una mancha sin lograrlo. Después mira al investigador di-
rectamente, como pidiéndole continuar].

I: Tu papa, tu mama, ..., jte han contado que a veces aqui en invierno hace mu-
cho frio? Este afio no hizo mucho frio, pero cuando eras pequefio hubo un invier-
no muy frio y la temperatura estuvo bajo cero.

M: ;Como en Rusia?.

I: Si, como en Rusia. ;Qué significara que la temperatura estd bajo cero?.

M: Que baja uno, dos, tres, ... , todos estos nimeros.

I: Bajo cero, ;me lo puedes mostrar? [Escribe 0, 1, 2, 3 4, 5] Y ;cOmo se sabe
que estos estan bajo cero?.

M: Porque... Un millon se escribe asi [escribe un uno con algunos ceros a la de-
rechal].

I: (| Los niimeros bajo cero son mas grandes o mas pequefios que cero?.

M: Mas grandes. Porque esta uno y después estd cien, diez, nueve, ocho.

I: Cuando la temperatura desciende bajo cero se dice que es menos uno.

M: ;De verdad! Menos uno, menos dos, menos tres, menos cuatro, ... Menos uno
una vez estaba en el termostato de Pescetelli [es el propietario de la fabrica de
queso del lugar, personaje muy bien conocido por todos].

I: Y lo viste?.

M: Si.

I: (Qué dices, era frio o caliente?.

M: Era frio.

I: Ese numero significa que era ;mas o menos de cero?.

M: Mas.

[Una ulterior breve distraccion y de nuevo volvemos al coloquio].

I: Cuando dices uno, ;en que piensas?.

M: A una sola cosa y ya, una cosa sola.

I: (Por ejemplo?.

M: Yo y nada mas, s6lo yo; una casa sola.

I: ;Dos?

M: Dos. Dos casas solas. Tres, tres casas solas. Cuatro, cuatro casas solas...

I: | Y cero?.

M: Ninguna casa.

(..)

Breve comentario: M demuestra un dominio total del cero, sea como cardinal del
conjunto vacio sea como cifra; demuestra un dominio no pleno de la escritura de
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numeros grandes y de la gestion de éstos aunque sélo de forma oral; demuestra
conocimiento de los numeros negativos; pero no acepta que éstos puedan ser infe-
riores a cero, dado que su conceptualizacion lo lleva a privilegiar el cero como
cardinal y no como ordinal, hecho que se evidencia de forma clara. Aqui con ma-
yor contundencia que en otras circunstancias se tiene conciencia de como este
concepto ha sido muy bien construido.

Entrevistas colectivas

Se realizaron también entrevistas a pequefios grupos de nifios con el fin de verifi-
car no solo los conocimientos sobre este tema, sino también con la intencion de
analizar las interacciones verbales reciprocas.

El investigador, precedentemente, habia propuesto algunas experiencias de juego
con los nifios quienes, en un segundo momento, serian entrevistados.

(De todas estas entrevistas tenemos a nuestra disposicion la filmacion en video).

Primera entrevista colectiva a A [nifio de 5 afios], M [nifia de 4 afios y 6 meses],
Rf [nifio de 5 afios y 9 meses]

I: Para ti ;qué es el cero?.

A: Nada.

M: Es un niimero que no vale nada.

Rf: Si pones primero el cero y con el nimero queda s6lo el niimero y si pones un
namero y después el cero, si, hace un nimero.

I: (Qué quiere decir cero?.

A: Nada, no vale nada.

Rf: Solo si pones un nimero, después el cero va detras y se forma un nimero.

I: {Qué niimero conoces con cero?.

A: Veinte, treinta, cuarenta, cincuenta, sesenta, setenta, ochenta, noventa, cien y
diez.

I: ;Y sabes como se escribe cien?.

Rf: Si: uno cero cero.

(Un momento de distraccion).

A: Yo también sé escribir un millon. Uno y diez ceros.

I: Entonces, jel cero sirve para algo?.

Rf: Si pones un niimero detras, €l se forma conel 504 02 o 1 0 6; se forma todo
con el cero.

I: Y site digo: te doy cero dulces?.

Rf: ;Cero dulces? Y no me das nada, porque si pones un dulce me como uno.
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Breve comentario: Rf, el mayor de los tres nifios entrevistados, domina la escena
dado que demuestra un mejor manejo del argumento. Los otros, mas pequeiios, se
dejan llevar, hacen ademanes de afirmacion, parecen aceptar conscientemente la
posicion de Rf. Muy interesante la forma de compartir el conocimiento y el
hecho, evidente mas no documentado aqui, de la negociacidén de significados en-
tre los tres entrevistados. En esta entrevista, ciertamente, A y M han construido
conocimiento o lo han consolidado.

Segunda entrevista colectiva a B [nifia de 5 afios y 6 meses], S [nifio de 5 afios y
6 mese|), Rf [el mismo nifio de la entrevista anterior, de, 5 afios y 9 meses|

(...)

I: {Qué quiere decir cero?.

B: Cero es un numero.

S: Es redondo como la O, como tus gafas.

I: ;Si te digo: te doy cero dulces...?.

B y S al unisono: Nada, nada.

I: ¢ Pero se ti digo: te doy uno-cero dulces?.

B: Diez dulces.

I: Entonces: (tu prefieres uno-cero dulces o uno-cero-cero dulces?.
B: jUno-cero-cero dulces!

Tercera entrevista colectiva a L [nifia de 5 afios y 9 meses], G [nifio de 6 afios y 1 mes]
(...)
I: Entonces el cero sirve para algo?.
L: Sirve para escribir los numeros, por ejemplo diez es con el cero, delante uno y
detras cero.
I: Entonces, ;qué quiere decir cero?.
G: Es como una O, pero es un nimero.
I: Y ustedes ;usan el nimero cero?.
G: El nimero cero usamos una vez cuando hicimos un dulce, al final de un ntime-
ro, ciento cincuenta, esta el cero.

Breve comentario: Aparece sea la idea de cero como cardinal del conjunto vacio,
sea como cifra para escribir particulares numeros.
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Ultimo testimonio

Como ultimo testimonio, presento una parte de una conversacidon entre nifios de
primero de primaria [D (nifio), Ma (nifia), Mr (nifia), Mc (nifia), Gi (nifia), Gr
(nifia), todos entre los 6 afios y 2 meses y los 6 afios y 6 meses]; se estd simulando
una actividad de compraventa en una floristeria y en una panaderia.

Gi ha escrito en una hoja el precio de un determinado producto: 0,50, afirmando
que se trataba de 50 céntimos.

(...)

D: El primero cero vale, el segundo no.

Mc: Pero come no vale el cincuenta, disculpa.

D: Vale solo el cero.

Mc: En cambio los cincuenta valen.

Gi: Cero no se cuenta.

Gr: Cero es nada.

Mc: No existe la moneda de cero euro, cero dinero quiere decir que es gratis.
Pausa, después:

Mc: Estaria escrito sélo 50 con E de euro.

Mr: No es una E.

Mc: Si, es una E de euro.

I (tiene en mano dos monedas, una da 1€ y una de 0,50€): ;Cudl tiene mas valor?.
En coro: Un euro.

Ma: Un euro es una decena.

I: ;{De qué?.

Ma: De estos... (Se bloquea).

I: (De diez céntimos?.

Ma: Si, y esta de cincuenta céntimos es cinco.

Gi: Porque esta el cinco.

Gr: Esté el cero y el cero no vale nada.

Mr: Pero también en el diez esta el cero.

Ma: Esta de aqui [indica la moneda de 1€] vale una decena que es diez, esta vale
cinco céntimos [indicando la moneda de 0,05€].

D: jPorque los céntimos son pocos y los euros son tantos!

Breve comentario: Notable la espontanea negociacion de significados entre los
nifios para dar sentido a dos diversas necesidades de cero en la escritura 0,50; aun
dentro del aparente desorden, si se siguen los razonamientos, se ve cOmo para
cada uno de ellos aparece diversamente evidente el hecho de que el primer cero de
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0,50 indica ausencia mientras que el segundo indica un puesto que se debe ocupar
para distinguir las décimas (de las centésimas) de las unidades. La actividad de
compraventa continlla y la escritura 0,50€ fue aceptada y compartida por todos
como 50 céntimos o medio euro («Se necesitan 2 monedas de 0,50 para tener
1€»). Esta distincion entre escrituras diversas del cero es ciertamente sofisticada
pero emergid claramente de una exigencia de organizar el proceso de compraven-
ta, por tanto de una exigencia esencial, no de una propuesta lejana de contextos
concretos.

Una nota: No todos los nifios entrevistados saben escribir los numerales del 1 al
9, pero casi todos saben escribir cero, como minimo saben que cero se representa
con “una O”. Sin embargo,en la representacion, es total el uso de la forma oblon-
ga correcta 0 y de hecho no es generalizada la forma redonda con forma de cir-
cunferencia o.

La mayor parte de los nifios sabe asociar el cero con “nada”, entendido como au-
sencia de accioén o de objetos («No se hace nada, cero»; «Cero patosy»; «Cero di-
neroy; ...). Es interesante, a este proposito, la expresion de un nifio que, jugando a
hacer adiciones, al momento de dar la respuesta a 5+0 dice 5 y muestra una mano
con los dedos extendido y la otra mano con los dedos cerrados para indicar cero
(todas estas referencias se encuentran explicitamente en los videos a nuestra dis-
posicion).

Casi todos los nifios consideran el cero como un niimero.

Muchos, haciendo referencia a la escritura de los numeros dicen que cero sirve
para escribir los nimeros.

La casi totalidad de los entrevistados reconocen el cero en un nimero escrito y
demuestra que saben escribir los numeros con el cero; casi todos manifestaron,
aunque intuitivamente, el valor posicional del cero en la escritura de los nimeros.
Un nimero considerable de nifios demuestra tener plena conciencia de sus propias
capacidades («Yo sé como se hace»; «Yo sé como se escribey; ...).

5. Cero, ;obstaculo didactico creado a partir de malentendidos?

Que el cero constituye un obstaculo epistemoldgico es un hecho en el cual todos
estan de acuerdo: es suficiente estudiar su controvertida, dificil, larga y tormento-
sa historia.

Pero el hecho de considerarlo un concepto peliagudo, incluso de no poder ser
construido por nifios pequefios, lleva a los maestros a reenviar su introduccion
hasta cuando el uso espontaneo es anulado por la introduccion de otros conceptos
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y de otros mecanismos, transformando por tanto este objeto matematico en un
verdadero obstaculo didactico.

Existen tantos objetos matemadticos que constituyen obstaculos epistemoldgi-
cos, pero no por eso estos objetos vienen eludidos o no entran a formar parte de
los conocimientos que conforman la cultura de un nifio sin importar la edad.

Paradogjicamente, es mas, precisamente por este motivo, ciertos objetos que
son un obstaculo epistemoldgico se introducen pronto, de forma tal que se pueda
disponer del tiempo necesario para construirlos con éxito, plasméandolos uno a la
vez, con plena conciencia.

El caso del cero es singular: es un obstaculo epistemoldgico pero, como lo
habiamos visto y como es facilmente verificable, estd ya presente, en forma inge-
nua, pero en lineas generales aceptable, en nifios muy pequefios.

Sin embargo, una interpretacion desmafiada del concepto de dificultad episte-
moldgica lleva a sofocar conocimientos ingenuos no formales, que en mi opinion
por el contrario constituyen la base de todo aprendizaje significativo, reprimiendo
un desarrollo espontdneo que llevaria rapidamente al éxito. Se sofoca en nombre
de las dificultades que sélo el adulto piensa ver, basadas como estan en ausencia
de pruebas empiricas. Cuando se han formado otros conceptos, que entran en con-
traste con dicho concepto, se representa en forma diversa, demasiado formal, poco
espontanea, creando precisamente obstaculos didacticos y haciendo, ahora si, difi-
cil dicho objeto. Lo que confirma la conviccidon adulta de su dificultad que, por si
misma no existiria.

La propuesta es: dejemos expresar en forma espontdnea, informal, ingenua
todo concepto matematico que el nifio tiene desde pequeiio, sin bloquearlo, es
mas, aprovechando sus competencias ingenuas, informales; y procedamos asi, con
mucha propiedad didactica, haciendo de modo que imagenes mentales sucesivas
de cero se organicen hasta convertirse en modelos estables correctos en el mo-
mento oportuno, cuando el concepto de cero se haya organizado en la mente y
coincida con el resultado cognitivo esperado.

Al contrario de lo que afirman los apocalipticos: antes se comience mejor es,
pero sin construcciones formales e innaturales que, entre otras cosas, son inutiles
al inicio.

La investigacion, ésta, por ejemplo, muestra que es posible y tal vez necesario.
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Resumen

This paper deals with the application of the discrete undetermined coefficient
method to calculate some distinctive partial sums appearing in a standard
primer of Calculus.

Introduccién

Un problema clasico del Analisis Matematico es el calculo de sumas parciales tales
como la suma de los n primeros naturales:

1+2+---4+n, n>1 entero, (1)
la suma de los cuadrados de los n primeros naturales:
124224+ ... 4n? n>1 entero, (2)

la suma de los n primeros términos de una progresion geométrica de razén r y semilla
1:
L+r+r24+...47""1  n>1 entero, (3)

o la suma trigonométrica de los senos cuyos argumentos estan en progresion ar-
itmética de diferencia y semilla w:

sin(w) + sin(2w) + - - - + sin(nw), n > 1 entero, w € R. (4)

Sin embargo, los métodos analitico-algebraicos de deduccion de estas sumas son muy
variados y aparentemente no gozan de ninguna estructura comun: para el cdlculo de
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(1) y (3) es bien conocido que existen numerosos métodos, asi por ejemplo, entre las
formas conocidas para obtener (1) destaca quizas la generalizacién de la genial idea
del joven Gauss para sumar los 100 primeros naturales, véase [1, pag. 627]; para (2)
puede verse [2, pags. 4-9], la cual se basa en una habil manipulacién del término
general de la suma considerada y en [3, pag. 328] puede verse una via estdndar
para deducir el valor de (4). Incluso vale la pena destacar que existen otros métodos
preciosos, denominados figurativos o geométricos, para deducir el valor de algunas
de estas sumas, véase [4, pags. 69-111], [5] y [6, cap. 1].

El objetivo de este articulo es dotar de un tratamiento unificado al problema
del célculo de ciertas familias de sumas (que incluyen como casos particulares a las
dadas en (1)-(4)), lo cual posibilita en la practica docente, mostrar desde un marco
tedrico comun la resolucién de este tipo de problemas, facilitando con ello el proceso
de aprendizaje.

El contexto tedrico dentro del cual se abordara el cédlculo de ciertas sumas par-
ciales (las cuales seran especificadas en los sucesivos apartados) es el de las ecuaciones
en diferencias (e.e.d.) de primer orden lineales completas con coeficiente de difusién
unitario y condicion inicial nula, formuladas a través del problema de valor inicial

(p.v.i.):

z(n+1) = z(n)+bn), n>0, } (5)

x(0) = 0.

Ello es debido a que para calcular la suma parcial, digamos S(n) = Z t(k), podemos
k=1
proceder como sigue para plantear una e.e.d. del tipo (5):

Sn+1)=SMn)+t(hn+1), n>0, (6)

siendo t(n) el término general de la suma parcial, el cual obviamente se supondra
conocido de forma explfcita. Ademas, si no se suma ningin término se tiene clara-
mente que S(0) = 0. Por tanto, basta realizar la identifiacién: x(n) = S(n) y
b(n) = t(n+1) para poder tratar el problema asi planteado como un caso particular
de (5). Para este p.v.i. es bien sabido, (véase [7, cap. 2|), que la solucién puede
escribirse en la forma

z(n) = C +aP°(n), C€R, (7)

donde zP¢(n) es una solucién particular de la e.e.d. completa y C' es una constante
que se calcula imponiendo la c.i. 2(0) = 0, por lo que C' = —zP¢(0). Resumiendo, la
solucion de (5) es de la forma

z(n) = zP(n) — 2*(0), (8)
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siendo zP¢(n) una solucién particular de la e.e.d. completa z(n + 1) = z(n) + b(n),
la cual, en general, puede obtenerse utilizando el método de variacién de constantes
(véase [7, pdg. 103]), aunque en la practica también es de gran utilidad el método de
los coeficientes indeterminados que el cual es especialmente adecuado para cuando
el término independiente b(n) en (5) tiene una forma funcional tipo polinémica,
exponencial, trigonométrica o bien, suma o producto de algunas de estas formas
(véase [7, pags. 103-107]). En este trabajo se aplicara el método de los coeficientes
indeterminados discreto para calcular algunas sumas parciales notables como las
anteriormente introducidas, mostrando que este enfoque permite dotar la resolucién
de este tipo de problemas de un marco teérico comun.

1 Progresiones aritméticas

Aunque se trata de un problema muy sencillo, desde el punto de vista pedagdgico
es adecuado empezar aplicando esta técnica al célculo de la suma A(n) de los n
primeros términos de una progresiéon aritmética de semilla a(1) € R y diferencia
d € R, cuya recurrencia es a(n + 1) = a(n) + d y cuyo término general esta dado
por: a(n) = a(l) + (n — 1)d, siendo n > 1 entero. Claramente A(n) satisface la
recurrencia dada en (5), donde z(n) = A(n) y b(n) = a(1)+nd. Para la bisqueda de
xP¢(n) = AP¢(n), utilizando el método de los coeficientes indeterminados debemos
ensayar soluciones de la forma AP°(n) = n(Bgy+ Bin), (obsérvese que esto nos
asegura que la constante C' es nula: C' = —AP°(0) = 0), siendo By y B coeficientes
que estan por determinar, para lo cual basta exigir que AP¢(n) satisfaga la e.e.d.
(5), de donde obtenemos:

(n+1)(Bo+ Bi(n+1)) =n(By+ Bin) +a(l) + nd, 9)

comparando coeficientes del mismo exponente en n* con i = 0, 1,2 se tiene:

n® : By+By = a(l)
nl . BO + 231 == BO + d (10)
n2 : Bl = Bl

de donde resolviendo este sistema de ecuaciones lineales obtenemos By = a(1) —d/2
y By = d/2. Por tanto, sustituyendo los célculos anteriores en la expresién de A(n)
y considerando el término general a(n), se tiene la férmula buscada:

A(n)=n <a(1) _d + C—in> = nM, (11)

la cual es bien conocida.
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2 Progresiones geométricas

Apliquemos la técnica anterior al calculo de la suma de los n primeros términos de
una progresiéon geométrica de semilla g(1) y razén r € R — {1} (el caso en que r = 1,
es un problema trivial). En este caso la recurrencia estd dada por g(n + 1) = g(n)r
y el término general por g(n) = g(1)r"~!. Se desea calcular una férmula para la
suma

G(n) =) g()r* 1,
k=1

la cual satisface el p.v.i. (5) con x(n) = G(n) y b(n) = g(1)r™. La aplicacién del
método de los coeficientes indeterminados sugiere el ensayo de soluciones particulares
de la e.e.d. completa en la forma GP¢(n) = Byp™, lo que conduce a la igualdad:

Bop™ = Bop™ + g(1)r", (12)
y comparando ambos miembros, se obtiene el sistema no lineal

p =
cuya solucién es p = ry By = ¢g(1)/(r — 1), luego GP°(n) = g(1)r"/(r — 1), y
C' = —-GP¢(0) = —g(1)/(r — 1). Por tanto la férmula biscada es

como es bien sabido.

3 Progresiones aritmético-geométricas

Como un caso hibrido de los dos anteriores, podemos considerar las denominadas
progresiones aritmético-geométricas cuyo término general estd dado por h(n) =
(h(1) + (n — 1)d)r™"1. Aunque en lo que sigue supondremos r # 1, obsérvese
que en caso contrario se obtiene como caso particular las progresiones aritméticas
y cuando d = 0, las progresiones geométricas. El calculo habitual de una férmula
cerrada de la suma de los n primeros términos de esta serie, es decir, de

H(n) = h(1) + (h(1) + d)r + (h(1) + 2d)r* + -+ (h(1) + (n — 1)d)r" !,

requiere de una manipulacién acertada y no extrapolable a otros escenarios como los
tratados en el resto de las secciones de este trabajo, véase [8, pag. 309], sin embargo
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el enfoque adoptado en este trabajo es valido para calcular esta suma. Identificando
la notacién con (5), ahora xz(n) = H(n) y b(n) = (h(1) + nd)r™. Para determinar
una solucién particular HP¢(n) de la e.e.d. completa subyacente, ensayamos con
sucesiones de la forma HP(n) = (Bg + Bin)r™ y obtenemos

(Bo + Bi(n+1)) Pt = (Bo + Bin)r"™ + (h(1) + nd)r™,

es decir,
(Bor + Byrn + Byr)r™ = (Bo + Bin + h(1) + nd) r",

y simplificando 7" y comparando coeficientes de n’ para i = 0, 1, se llega al sistema
de ecuaciones no lineal

n® : Bor+ Bir = By+h(1) (15)
n' Byr = By +d
cuya soluciéon es
1— 1
Boz_dr—l—( r)h(1) B = d 7
(1—r)2 1—r
luego
dr 4+ (1 —r)h(1) dn
HPC - _ n
() ( Tz 1)
y por tanto

_dr+(1—r)h(1)
B (1—r)2 ’

C = —H"(0)

lo que nos indica que la férmula buscada es

B dr + (1 —r)h(1) dn n o dr+ (1 —r)h(1)
H(m__( 1—r? +1—T)T+ A—rz

lo cual se puede expresar equivalentemente como

h(1) — (h(1) + nd)r™  dr (1 —r")

H(n) = - + T r#1,

que es la forma habitual de presentarla, véase [9, pag. 1].
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4 Suma de los cuadrados de los n primeros natu-
rales

El célculo de la suma Sy(n) = 12 4+ 2% + - - + n? también puede abordarse por esta
misma técnica. Basta observar que en (5), ahora x(n) = Sa(n) y b(n) = (n + 1)2.
Ahora buscaremos la solucién particular de la e.e.d. completa en la forma SY°(n) =
n (Bo + Bin + Bgn2). Razonando como en los casos anteriores ahora llegamos al
sistema lineal

n? By + B1 + By = 1
nl B0—|—2B1—|—332 = B0—|—2 16
n? B1 + 3B, = B +1 (16)
TL3 : BQ = BQ

cuyas soluciones son: By =1/6, By =1/2y B = 1/3. Obsérvese que por ser S5°(n)
un polinomio sin término independiente, C' = 0 y por tanto sustituyendo los célculos
anteriores en la expresiéon de Sa(n) se obtiene

1 1 1 n(n+1)(2n+1)

U T BT . S
Sg(n)—6n+2n +3n 5

(17)

5 Suma de los cubos de los n primeros naturales

Otras de las sumas notables que suelen introducirse en un primer curso de Célculo es
S3(n) = 13423+ - -+n3. La solucién particular de la e.e.d. completa la buscamos en
la forma SY°(n) =n (Bo + Bin + Byn? + Bg?’LS). Ahora llegamos al sistema lineal

TLO BO+B1+BQ+B3 = 1

7’L1 BO + 231 -+ 3B2 + 4B3 = BO + 3

n? By 4+ 3By + 6B3 = B1+3 (18)
n3 By + 4B3 = By+1

7’L4 B3 = B3

cuyas soluciones son: By =0, By = 1/4, B, = 1/2 y B3 = 1/4. De nuevo, por el
mismo motivo que el subrayado para el cdlculo de S5°(n), la constante C = 0 y se

obtiene
1 1 1 1
S3(n) = -n®+ -n’ + -n' = <%

Lnz g Loty ) ) =i, (19)

Del mismo modo en que hemos procedido para calcular Se(n) y S3(n), puede

generalizarse el método para evaluar el caso general Sp(n), siendo p un entero posi-
tivo.
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6 Suma de los senos con argumentos en progresion
aritmética

Sin pretender agotar las numerosas sumas notables que pueden obtenerse, de una
forma distinta a la habitual, mediante este método, acabaremos el trabajo calculando
la siguiente suma Sy, (n) = sin(w)+sin(2w)+- - - +sin(nw), donde w € R—{2kn}, con
k € Z. En este caso tomamos en (5) z(n) = S,(n) y b(n) = sin((n+1)w). La técnica
de los coeficientes indeterminados sugiere la biisqueda de la solucion particular en
la forma SP°(n) = Ag cos(nw) + By sin(nw). Exijamos que SP¢(n) sea solucién de la
e.e.d.:

Agcos((n+1)w)+ Bpsin((n+1)w) = Ag cos(nw) + By sin(nw) +sin((n+ 1)w), (20)

ahora desarrollando los términos cos((n + 1)w) y sin((n + 1)w) por las férmulas de
adicién correspondientes e igualando los coeficientes de cos(nw) y de sin(nw) en
ambos miembros de (20), se obtiene el sistema

cos(nw) : (—=1+cos(w))Ap+ Bpsin(w) = sin(w)
sin(nw) : —Apsin(w) + (=14 cos(w))By = cos(w) } (21)

el cual es un sistema de Cramer, ya que, como w € R — {2k7} se tiene

‘ —1+ cos(w) sin(w)

—sin(w) —1 + cos(w) ‘ = 2(1 = cos(w)) # 0,

y por tanto aplicando la regla de Cramer

sin(w) sin(w) '
A cos(w) —1 + cos(w) - sin(w)
0 2(1 — cos(w)) 2(1 — cos(w))’
‘ -1 _|_(Co)s(w) sin((w)) ’
—sin(w cos(w 1
Bo = 2(1 — cos(w)) )

Los célculos se completan como en los casos anteriores: ahora C' = sin(w)/(2(1 —

COS(CU)>) y . 1 1
sin(w) (1 — cos(nw)) + — sin(nw). (22)

S(n) = 2(1 — cos(w)) 2
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Ahora aplicando diferentes férmulas trigonométricas basicas, puede verse facilmente
que (22) es equivalente a

sin (%) sin <(”+21)w>

sin (%) ’

Su(n) = (23)

la cual es més frecuente en la literatura, [3, pag. 51].

7 Conclusiones

En este trabajo se ha proporcionado una metodologfa sencilla para obtener la suma
de numerosas sumas parciales notables que aparecen en un curso introductorio de
Célculo Infinitesimal, a partir de la aplicacién del método de los coeficientes inde-
terminados discreto. La ventaja de este enfoque, es que proporciona una marco
comun desde el cual abordar este interesante problema que usualmente requiere de
una estrategia distinta dependiendo de la suma que se desee evaluar.
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Abstract

The relation between complexr numbers and euclidean plane geometry
1s widely known. For instance, by means of the identification of the real
plane with the field of complex numbers we can represent the inversive
euclidean group in the plane by the moebius group.

In this paper we define and present the main properties of the diffe-
rent types of two dimensional R_algebras, as well as the complex num-
bers. We show that there are only three types of two dimensional R_algebras
with unity: complex (C), paracomplex (M) or dual numbers (D); we
study the basic properties of these rings and his geometric role in terms
of plane metrics, for example we define the cycles, for the different geo-
metry types, by means of cross ratios.

1. Introduccidon

Un plano métrico real es un par (A, F'), donde A es un plano afin real de
plano vectorial asociado V' y F' es una forma bilineal simétrica en V. Asi, el
tipo de métrica viene determinado por el tipo de la forma bilineal simétrica
F', que corresponde a lo que podemos llamar producto escalar.

Si proyectivizamos dicha estructura, podemos sumergir el plano afin en
el plano proyectivo y el espacio vectorial asociado se identifica de modo na-
tural con la recta del infinito de la inmersion. La forma bilineal F' describe
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entonces una cénica, [Q]~, en la recta del infinito, pero esta cénica no pro-
porciona la misma informacion que F', ya que determina F salvo un factor de
proporcionalidad. Asi, el par (A, [Q]s) refleja la “estructura conforme” del
plano métrico.

En la geometria euclidea, la forma bilineal es definida positiva y en con-
secuencia la cuadrica asociada es un par de puntos imaginarios conjugados.
Clasicamente a esos dos puntos se les conoce como puntos ciclicos del plano,
debido al hecho de que una coénica real no degenerada es una circunferencia
si y solo si pasa por esos puntos.

En un trabajo anterior [1], hemos visto como se puede sumergir el plano
métrico en un plano proyectivo y este en un espacio de dimensién 3, en el cual
via proyecciéon estereografica se puede asociar el plano con una cuadrica real
irreducible, cuya geometria intrinseca se traduce en la geometria métrica del
plano. Por ejemplo, esta cuadrica del espacio determina la conica del infinito
[Q]oo, al restringirla a la recta del infinito del plano.

Como es bien sabido, para el caso euclideo, la construccién anterior es
la de la esfera de Riemman y se puede reproducir también la geometria
euclidea del plano a partir de la estructura algebraica del cuerpo complejo.
Esta construccion clasica que asocia el plano euclideo con la R_algebra C o
con la cuddrica de puntos del espacio (esfera), permite:

1. Determinar la cénica del infinito (los dos puntos ciclicos), a partir de
las tangentes al polo de la proyeccién contenidas en la cuddrica (cono
imaginario) o a partir de los elementos de norma nula de la R_algebra
(cono imaginario).

2. Definir de forma intrinseca los ciclos; geométricamente como secciones
planas de la esfera o algebraicamente a partir de la razén doble de
numeros complejos.

3. Representar linealmente el grupo inversivo del plano, es decir el grupo
de transformaciones generado por movimientos, homotecias e inversio-
nes; en la R_algebra C como el grupo de Mobius y en la esfera como
restriccion del grupo de proyectividades del espacio que dejan invariante
la esfera.

Nuestro objetivo, en esta serie de trabajos, es generalizar esta construc-
cién a los otros tipos de geometrias métricas del plano, escogiendo otras
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cuadricas y otras R_algebras. Por ejemplo, para los otros tipos de geometrias
métricas del plano, las conicas del infinito son reales y por lo tanto los conos
que las determinan también son reales. En un articulo anterior [1] hemos estu-
diado la generalizacién de la proyeccion estereografica a cuadricas generales,
describiendo los ciclos en el plano como proyecciones de secciones planas de
la cuddrica en cuestién.

En este segundo trabajo vamos a obtener alternativas al cuerpo complejo,
mediante el estudio de las posibles estructuras de R_algebra sobre R?, veremos
que se pierde el caracter de cuerpo pero queda suficiente estructura algebraica
para poder definir una razon doble; mediante la cual podemos definir los ciclos
igual que en el caso complejo.

Como se conoce, para la construccion clasica de la esfera de Riemann, los
dos objetos con los que se asocia al plano euclideo: esfera y cuerpo complejo;
son el mismo via paso a la recta proyectiva compleja, y lo que se esta haciendo
realmente es compactificar el plano anadiéndole un punto. Esta compactifi-
caciéon permite representar el grupo inversivo para la geometria euclidea del
plano de una forma lineal, ya sea como restriccion de proyectividades del espa-
cio que dejan invariante la esfera o como automorfismos de la recta proyectiva
compleja (transformaciones de M&bius). En un tercer trabajo veremos como
también sobre las R_algebras que definimos en este articulo, podemos definir
rectas proyectivas, que esas rectas proyectivas coinciden con las cuadricas que
estudidbamos en el articulo [1] ya que lo que estamos haciendo es elegir dis-
tintas compactificaciones para el plano y que cada tipo de compactificacion
nos permite representar linealmente los grupos inversivos para cada una de
las geometrias métricas del plano; cerrando asi el cuadro Geometrias métricas
del plano = Cuadricas del espacio = Rectas proyectivas.

Por lo tanto, con esta serie de trabajos, vamos a conseguir interpretacio-
nes proyectivas de las geometrias métricas del plano real, comprobando que
cada geometria lleva consigo una compactificacién de R? ya sea sumergiendo
en una cuadrica proyectiva o equivalentemente en la recta proyectiva sobre
una R_algebra real bidimensional. Estas compactificaciones estéan ligadas di-
rectamente a la métrica del plano y por ejemplo nos permiten representar de
manera lineal el grupo inversivo para cada métrica.

El grupo inversivo que en dimensiones mayores coincide con el grupo
conforme es de gran importancia, por ejemplo, en muchas disciplinas de la
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fisica y por tanto representaciones matriciales y sencillas de dicho grupo son
de gran utilidad.

2. R_algebras de dimension 2

Sea K una R_algebra de dimensién finita n, es decir, un anillo no ne-
cesariamente conmutativo, con 1, que ademas es un R_espacio vectorial de
dimensién finita.

Proposiciéon 1 Sea K una R_dlgebra de dimension n, todo elemento de K
es algebraico sobre R, de grado menor o igual que n.

Demostracidn

Sea z € K, K es un R_espacio vectorial de dimensién finita n, entonces
{1,2,2%,...,2"} es un sistema linealmente dependiente. Sea A\g1+\12+Ao2%+
oo+ A2 =0 con \; € R y alguno distinto de cero.

P(x) =X+ Mz + ...+ \z" € Rz] \ {0}, P(2) =0. 1

Sea I, = {P(x) € R[z] : P(z) =0}, como R[z] es un dominio de ideales
principales I, = (m,) con m, € R[x] ménico, ademds m, es el tnico polinomio
de grado minimo que estd en I, y es monico.

Definicion 1 Sea z € K, llamamos polinomio minimo de z al polinomio

monico m, anterior, sean m, = x" + ap_12" ' + ...+ a1 +ag y s = %

Llamamos norma de z al nimero real (—1)"(ag)® y traza al nimero —sa,—1
Nota 1 El homomorfismo estructural
R— K

1R'—>1K

es tnyectivo al ser no nulo y R cuerpo.

Por lo tanto 1k es parte libre en el R_espacio vectorial K y puedo extender
{1k} a una base de K.
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Nota 2 Para n = 2, sea & € K\ R, obviamente {1,£} es parte libre en K
y por lo tanto {1,£} es una base del R_espacio vectorial K. Ademds como
1-£=¢-1, se tiene que el anillo K es conmutativo.

Sin embargo, para dimensiones mayores, las R_dlgebras no tienen por que
ser conmutativas. Por ejemplo el cuerpo de los numeros cuaternionicos es
una R_algebra de dimension 4 que no es conmutativa.

Proposicion 2 K es una R_dlgebra con 1, de dimension dos, si y solo si es
una extension algebraica de R de grado dos.

Demostracién
| <] Trivial
|=] Sea {1,¢} una base de K, £? = a + b€ € K entonces

Rz

K=
2 —br—a

Vamos a estudiar las R_algebras extension de grado dos del cuerpo real, de
las cuales vamos a ver que, moédulo isomorfismo, sélo hay tres.

Proposiciéon 3 Sea K = % =R[¢], z=a+&0 €K

s 57 0 =0 entonces m, = — Q.

n Si3#0 entonces m, = 2% 4+ a1z + ag con a1 =bB —2a y
ag = a® + ¢ — bafs.

Demostracién
= Si =0 trivial.

= Si 8 # 0 Basta con observar que el grado de m, tiene que ser > 2 ya
que z ¢ R y que el polinomio del enunciado es ménico y se anula en
z=a+Ep.

Corolario 1 Siz=a+ e K= mzﬂirc, Norma(z) = o? — bafB + c3? y
Traza(z) = 2a — bf3.
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Definicion 2 Sea z = a+ B e K = % se define el modulo de z como

12| = \/Norma(z) = Va2 — baf + ¢(2

en el caso de existir.

Proposicién 4 Las tunicas extensiones de grado 2 de los numeros reales,
salvo isomorfismo, son:
Rlz] Rlz]  Riz]
, 0
(z2+1)" (x2-1)  (22)

Demostracién
Si K es una extensién de grado 2 de R

R[z]

K =
(22 + bz + ¢

=R[¢]; me =2 +br +c

Hay tres posibilidades:

1.- 22 + bx + c tiene dos raices imaginarias conjugadas m = o + i3,
ry = o — if3 y entonces z2 4+ bx +c = (v — a)? + B2, B # 0.

Sea ® el homomorfismo:

con (£ —a)?+p%2=0
= ® es sobreyectiva ya que ®(Bz + a) = &

= ker(®) = (22 + 1): Como ®(22 +1) = (‘ST) + 1 = 0 entonces (2% +
1) C ker(®). Como ker(®) # R[x] y como (2% + 1) es maximal en R[z]
entonces ker(®) = (22 4 1). Asi pues

~ Rz
(22 41)
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2.- 22 + bx + ¢ tiene dos raices reales distintas 71 y o y entonces
22+ br+c=(z—r)(x—ry)
Sea ® el homomorfismo
¢: Rlz] — R[¢]

2 ri4r
T g _ ritrs
ro—7r1 ro—7T1

con (£ —r1)(€—12) =0
= ® es sobreyectiva ya que ®(251x — 7’142rr2) —¢

s (22— 1) C ker® ya que ®(z)?> — 1 = 0 como
(22—1) = ((z+1)(x—1)) y (x £1) son maximales y no estén en ker(®)

entonces ker(®) = (22 — 1)
R[z]
(2% —1)

3.- 22 4 bx + ¢ tiene una raiz real doble 71 entonces 22 +bx+a = (z —11)2.
Sea ® el homomorfismo

=Ko~

®: Rlz] — R[]
xr — £—-1

= ® es sobreyectiva: trivial.
» ker(®) = (2?) analogamente al caso anterior.

Entonces

~

[z]

x2)

K ~ [ ]

~

Definicion 3 Llamamos:

= Numeros complejos a

Rlz]

:$2+1 :{a—i—iﬁia,ﬁER,ZQ:—l}
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s Numeros paracomplejos a

R
M= 20 fatigiapeRr =1}

. Numeros duales a

Dz%z{a—i—eﬁ:a,ﬁeR,&j:O}

Toda R_&dlgebra extension de grado 2 del cuerpo real es isomorfa a alguna de
estas tres. De las que sélo la de los ntimeros complejos es cuerpo.

Nota 3 Los numeros paracomplejos, Ml, son también conocidos como moto-
res, ya que es el nombre que les da Clifford al utilizarlos para para representar
sumas de espines.

Nota 4 Los nimeros duales se utilizan como un andlogo algebraico al andli-
sis no estandar, por ejemplo en el estudio de las deformaciones infinitesimales
en geometria algebraica. Obsérvese que en la expresion o+ Be, a juega el pa-
pel de “parte finita” del numero y (B el de “parte infinitesimal”, ya que al
realizar el producto de dos numeros duales se “desprecian” los infinitésimos

de sequndo orden, es decir, los términos en £2.

Nota 5 Concretamente los isomorfismos de la proposicion anterior son:

n Six?+bx+c tiene dos raices complejas conjugadas, a+ Bi, x> +bxr+c =
(z — a)? + 37
Rlz] )
(z—a)?+p% ° ¢
a + b& —  a+ ba+ b1

n Si 22 + bx + ¢ tiene dos raices reales distintas, r1 y ro, x> + br + ¢ =
(x —r1)(z —1r9)
R(z] )
(z—7r1)(x—r2) ~ M
a+ b — a+ b(m;rl) + b(mz_rl)j
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» Si 22 + bx + ¢ tiene una raiz real doble r1, x* +bx +c = (x —r1)?

Rlz] . D

(x—r1)? ~

a+bf +—— a+0bry+be

En cada una de estas R_algebras, las expresiones para los mdédulos son:
= o +if] = y/a® + 5
= o+ Bl =va? -5
- Ja+28] = o
El médulo de z estd definido si:
= Caso C: para cualquier z.
» CasoMisi{a>fya>—-FBo{a<pBya< -3}
= Caso DD: para cualquier z.

Proposicién 5 Sea ® un homomorfismo de R_dlgebras entre Ky y Kgo. Son
equivalentes:

1. ® es inyectivo.

2.V z € Ky, el polinomio minimo de z es el mismo que el de ®(z)

Demostraciodn
1)=2) Sea m, € R[z] el polinomio minimo de z, como ¢ es homomorfismo
m,(®(z)) =0. Y si P(z) € R[z] con P(®(z)) =0

0= P(®(2)) = B(P(2)) = P(z) = 0

ya que ker ® = {0} al ser inyectivo. Entonces P(z) = S(z)m,(z) = P(z) €

2)=-1) ker(®) = {0}, ya que si existiera z € K;\{0} con ®(z) = 0 entonces
el polinomio minimo de z seria el mismo que el de 0, lo que es absurdo B

Corolario 2 Un isomorfismo de R_dlgebras deja invariante la norma y la
traza.
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Este corolario también nos indica que para la eleccion de la norma en
una R_algebra de dimension 2 solamente hay las tres opciones vistas para
los casos de C, M y D. Cosa que sugiere una conexion con el hecho de que
solamente hay tres tipos de formas cuadraticas en dimensién dos, segin su
rango y su signatura proyectiva:

= Rango 2 y signatura 2: caso C.
= Rango 2 y signatura 0: caso M.
= Rango 1 y signatura 1: caso D.

Asi pues a partir de ahora podemos suponer sin pérdida de generalidad que
la R_algebra K, extension de grado 2 del cuerpo real, es alguna de las tres
R_algebras C, M o D.

Definicion 4 Sea K una R_dlgebra de dimension 2 y z € K, llamamos con-
Jugado de z en K a un z € K tal que (x — 2)(x — Z) = m,.

Proposicién 6 El conjugado existe y es unico.
Nota 6 Sea z=a+ b €c K=C, M oD, el conjugado de z es z = a — b€.

Nota 7 Se tiene que
Z-Z

2%, Vz € K

Nota 8 Para cada tipo de R_dlgebra la correspondencia de conjugacion es

—. Riz] N R[z]
(z—a)?+p% - (z—a)?+p2
z=a+b +— Z = a+ 2ba — b&
—. Riz] . R[z]
(z—r1)(x—12) * (z—7r1)(x—12)
z=a+b +— Z=a+blrg+ry)—0b
—. Rlz] . N R(z]
(x—r1)? (x—r1)?

z=a+bf +r— zZ=a+ 2bry — b€
Nota 9 Obsérvese que la correspondencia de conjugacion

- K — K

z F Z

verifica:
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C1l — es R_lineal

C2 1g = Ik
C3 z==z:
C4 2 -z =|z|?

y que reciprocamente si una aplicacion verifica esas 4 propiedades es la con-
Jugacion.

Definiciéon 5 Llamamos casi cuerpo a un anillo unitario y normado, en el
que los elementos no inversibles coinciden con los elementos de norma nula.

Proposicién 7 Una R_dlgebra con 1, de dimension 2, es un casi cuerpo
conmutativo. Ademds se tiene que

2 es diwvisor de zero < z es no inversible

» 51z es divisor de zero, zz' =0 con 2’ # 0 si y sdlo si

J =25, AeR\ {0}

= 5% 2 es inversible, entonces

L Z
COT P

Nota 10 Identificando el plano R? con cada una de las R_dlgebras C, M y
D, los divisores de cero son:

» Caso C, no hay divisores de cero. Por abuso de lenguaje, viendo C como
R? son las dos rectas imaginarias dadas por x> + y* = 0.

» Caso M, son las dos rectas ©> —y? = 0 que son las dos rectas que pasan
por el origen y tienen pendientes 1. Ademds para que el producto de
dos paracomplejos valga 0, el punto correspondiente a cada uno de ellos
debe estar en una de esas dos rectas.
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» Caso D, es la recta doble x> = 0. Ademds ahora para que el producto
sea cero los dos puntos tiene que estar en esa recta.

Nota 11 Las raices de los polinomios que definen las extensiones son:
1. Caso C, las unicas raices son =i.
2. Caso M, las raices son £1 y +j.

3. Caso D, hay infinitas raices, que son Ae con X € R.

Nota 12 Observese que un homomorfismo de R_dlgebras de dimension 2,
® : K — K queda univocamente determinado por la imagen de un elemen-
to cuyo polinomio minimo sea el polinomio que define la extension, que la
imagen de ese elemento ha de sequir siendo una raiz de ese polinomio y que
el homomorfismo serd inyectivo si el polinomio minimo de la imagen sigue
siendo el polinomio que define la extension.

Por lo tanto los inicos homomorfismos de R_dlgebras, para cada caso son:

s Caso C: la identidad y la conjugacion.
s Caso M: la identidad, la conjugacion y las dos aplicaciones

M — M
a+bj — a-+b
a+bj — a-—>

= Caso D: las infinitas aplicaciones

D — D
a-+bs —— a-+ble

De los cuales son automorfismos solo la identidad y la conjugacion.

Proposicion 8 Sea K una R_dlgebra de dimension 2, con uno. La corres-
pondencia
| |: K — RY

verifica:
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1. |z122| = |21]|22]|, V21, 22 € K.
2. | Az| =|\||z]. VAeER yz €K
3. |21+ 22| < |21 + |22
Obviamente siempre que estas normas existan.

Demostracién

1) y 2) son triviales observando que la conjugacién es un automorfismo.
3) demostramos el caso K = M ya que los otros son triviales.

|21 4 20| < |z1] + |22] © (1 +a2)? = (B1 + B2)? < a? — 2 + ad — 52

& arae < (15

segun las condiciones que tiene que cumplir un punto para que esté definida
su norma hay 4 casos posibles. Si por ejemplo a1 > 61y a1 > =31 = a1 > 0,
az < By ag < 02 = az <0.

as < =02 = ajay < —a1 e < B159

3. Razoén doble

En lo que sigue la R_&lgebra K serda C, M o D.

Definicion 6 Dados z1,22,23,24 € K con z; = a; + £B;. Llamamos razon
doble de esos 4 puntos a:

(21 — 24)(22 — 23)
(23 — 21)(24 — 22)

[21722723,24] =

stempre que ese cociente sea un elemento inversible de K.
Nota 13 La condicion sobre los puntos, para que la razon doble esté defi-

nida para cualquier ordenacion de los puntos, se traduce geométricamente
(identificando K con R?) en:

s 51K = C la razon doble estd definida si los cuatro puntos son distintos.
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s 5t K =M la razon doble estd definida siempre que no haya dos puntos
que estén en rectas de pendientes +1

s 5P K =D la razén doble estd definida siempre que dos puntos no estén
en rectas paralelas al eje y

Como se vio en [1], elegida un tipo de cuddrica en el espacio, los ciclos del
plano son las proyecciones estereograficas de secciones planas de la cuadrica.
Los ciclos no degenerados son proyecciones de secciones planas no tangentes
y los ciclos degenerados se corresponden con secciones planas tangentes. En
[1] vimos que, eligiendo una referencia adecuada, los ciclos no degenerados
eran, segun el tipo de cuadrica elegida:

= Caso cuddrica de puntos: rectas y circunferencias.

» Caso cuadrica de rectas: rectas de pendientes distintas a £1 e hipérbolas
con asintotas de pendientes +1.

= Caso cono real: rectas de pendientes distintas de oo y parabolas con eje
de pendiente oo.

Por lo tanto, identificando K con R?, obtenemos que 3 puntos definen un
unico ciclo no degenerado siempre que se pueda definir su razén doble y
ademas la razén doble nos da una forma algebraica de definir los ciclos no
degenerados:

Proposicién 9 Sean z1, 2 ¢ 23 tres puntos de K ~ R? tales que determinan
un unico ciclo no degenerado, sequn lo anterior. Otro punto z € K estd en el
ciclo definido por z1,z2 § 23 si y solo si |z1, 22, 23, 2] € R.

Demostracidén
La razon doble esta definida precisamente porque los tres puntos definen
un unico ciclo no degenerado.

1. Silos tres puntos estan alineados (el ciclo es una recta)

(21 — 2)(22 — 23) _ (21 — 2)A(23 — 21)
(23 —21)(z —22) (23— 21)(2 — 22)

[21,22,23,2] = cR

si y sblo si z estd en la recta {z1, 22, 23 }.
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2. En otro caso. Sea z = x + £y. Con £ = 4,5 6 € segun el caso.

(21, 22, 23, 2] = p(z,y) + &pa(2,y)
) ’ ) p3(377y) +£p4($’y)

donde
pi(z,y) = aix +biy+ K
a1 =a3 —ag, ag =03 — B2, az=a3 — oy, as = B3 — F1
b1 = §2a4, b2 = as, b3 = 52(12, b4 = a1

(pl(xv y) + 5]92(1'7 y))(pi’»(xv y) - fp4(33,y))

eR
pg(III,y)Q - €2p4($7y)2

(21, 22, 23, 2] =

si y solo si
p3(z,y)p2(x,y) — p1(z, y)pa(z,y) =0

que es la ecuacién de una cénica.
p3(z, y)p2(2,y) — p1(2, y)pa(z, y) = (azaz — araq)z® + (bobs — biba)y*+

+(asbe + agbs — a1by — agby)xy + r(z,y) =
= (azaz — a1as)r* — £*(azaz — a1a4)y® + r(z,y)

siendo 7(x,y) un polinomio de grado 1, y ademas

azaz — a1aq = (3 — 1) (B3 — P2) — (B3 — P2) (a3 — a2) # 0

ya que los puntos 21,22 y 23 no estan en la misma recta.

Homogeneizando la ecuaciéon de la conica, la interseccion de la conica
con el infinito es:

» Caso C (€2 = —1): 22+ 9% = 0. Los puntos [0,1,] y [0,1, —i]. Asf,
segun lo visto en el articulo anterior, en el plano euclideo usual, la
céHnica es una circunferencia.

» Caso M (€2 = 1): 22 — 32 = 0. Los puntos [0,1,1] y [0,1,—1].
Por lo que la cénica, en el plano euclideo usual, es una hipérbola
equildtera.
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» Caso D (£2 = 0): 22 = 0. El punto doble [0,0,1] y entonces la
conica, en el plano euclideo usual, es una parabola con eje de
pendiente 0. W

Proposiciéon 10 Los homomorfismos de R_dlgebras dejan invariante la razon
doble de puntos de un ciclo no degenerado.

Corolario 3 s Sea K=C, M o D, el automorfismo conjugacion

K — K
a+lf — a—-§p

s Fn el caso M, la aplicaciones lineales no inyectivas

M — M
a+&6 — a+
at+éf — a—f

= En el caso D, la aplicacion lineal no inyectiva

D — D
a+§8 — «

Conservan la razon doble de puntos de un ciclo no degenerado.
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Abstract

This work shows an application of statistical tests in order to decide
which enterprise factors make an information system successful. The
information system chosen is a datawarehouse. Datawarehouse sys-
tems have improved during the last years and they have become a
powerful tool for decision taking. Therefore, enterprises' benefits
can increase if the implementations have been performed properly.
Implementation factors belong to different classes and there are se-
veral theoretical models which show relations among them. The fo-
llowing models: Descriptive Statistics (to extract and analyze infor-
mation), Statistical modelization (to discover correlations between
factors) and Statistical Inference (to test hypotheses) have been ap-
plied to test if relations within the system hold. Valuable information
about the key factors that facilitate the successful implementation of
a datawarehouse is obtained this way.

Introduccion

Entre las distintas variantes de la Estadistica Aplicada estan la Estadistica Des-
criptiva y la Inferencia Estadistica. La primera trata de analizar y representar
los datos. Cuando se analizan datos, se suelen fijar dos objetivos: comparar gru-
pos y establecer relaciones. Este estudio se centra en el segundo objetivo, relacio-
nes entre dos variables 0 correlaciones bivariadas. Los campos de aplicacion de
analizar las correlaciones bivariadas son innumerables. En [1] se trata de correla-
ciones en el ambito biomédico, y en [2] busca correlaciones en el area econdmica,
por mencionar algunos ejemplos. El caso que se va a tratar, versa sobre un tipo de
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sistema de informacion llamado datawarehouse, cuyo éxito ha aumentado ulti-
mamente. El concepto de datawarehouse nace hace mas de una década con [3]
ligado al concepto EIS 6 (Executive Information System), el sistema de informa-
cion ejecutivo de una organizacion. Segun [3] y [4], el almacén de datos es una
“coleccion de datos, orientada a un dominio, integrada, no volatil y variante en el
tiempo para ayudar en las decisiones de direcciéon”. Como muestra esta defini-
cion, los datawarehouse juegan un papel clave a nivel de estrategia empresarial.
Los sistemas datawarehouse 6 almacenes de datos son una parte clave en el KDD,
conocido como Knowledge Database Discovery 6 Descubrimiento de Conoci-
miento en las Bases de Datos, como se puede ver en el grafico 1, obtenido de [5]:

Datos iniciales

1. Integracion y recopilacion

Almacén de datos

2. Seleccidn, limpieza y
transformacion

Datos seleccionados (vista minable)

Bl

3. Mineria de datos

A 4
Patrones /
” 4. Evaluacién e interpreta-
cién
conacimients A
17 5. Difusién e uso
Decisiones /\/

Figura 1. Proceso KDD



Basicamente un sistema datawarehouse integra varias fuentes de datos, tanto
internas de la empresa como externas en un proceso llamado Integracion y recopi-
lacion, aunque técnicamente se le conoce como ETL (Extract, Transformation and
Loading 6 Extraccidn, Transformacion y Carga). Los sistemas datawarehouse no
solo pueden ser usados a nivel de toma de decisiones empresariales, sino también
para todas las areas de conocimiento en los que se descubran patrones. El uso
final que se hace del sistema datawarehouse es el de Mineria de Datos en el pro-
ceso KDD. Aunque existen varias definiciones para la Mineria de Datos, [6] es-
tablece que “es el proceso de extraer informacion valida, previamente desconoci-
da, comprensible y ttil de bases de datos de gran tamafio y utilizar dicha informa-
cion para tomar decisiones de negocio cruciales”. Sin embargo, la implementa-
cion de un datawarehouse en una empresa es una tarea compleja y costosa. Por
tanto, si se ha realizado adecuadamente, redundara en una mejoria en la toma de-
cisiones, y finalmente en beneficios netos. El presente estudio pretende reflejar la
correlacion entre los factores que intervienen en la implementacion de un datawa-
rehouse, lo cual puede ayudar a la futura construccion de datawarehouses con mas
garantias de éxito. Muestra por tanto, la potencia que pueden tener las herramien-
tas estadisticas para obtener conclusiones valiosas en la toma de decisiones estra-
tégicas empresariales. Ademads, aunque existen estudios relativos a descubrir las
causas de fracaso en la implantacion de un datawarehouse, existen muy poca lite-
ratura para descubrir las causas de éxito. Por ultimo, aunque las técnicas estadisti-
cas pueden ser también una herramienta muy potente para la Mineria de Datos
(seria la fase 3 del proceso KDD segun la figura 1), este estudio no se va a aplicar
en esa fase, sino en la fase 1 de construccion del datawarchouse.

La estructura del documento es la siguiente: la seccion 1 refleja el estado del
arte en esta materia, la seccion 2 describe el modelo matematico de resolucion del
problema, la seccion 3 describe las conclusiones y lineas futuras y la seccion 4
presenta la bibliografia manejada.

1 Estado de la cuestion

Los sistemas de informacion deben estar integrados totalmente en el sistema em-
presarial [7]. Asi, los sistemas de informacion son proclives a no dotar de un valor
perdurable, sino mas bien proporcionan soluciones a problemas concretos. El
mercado de DW (datawarehouse) sigue en creciente demanda, de tal manera que
cada vez mas empresas deciden su implementacion como se estima en [8]. Mu-
chos proyectos DW terminan en fracaso, como se comenta en [9]. De hecho, exis-
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ten estudios que reflejan que la tasa de DW que termina en éxito no sobrepasa el
15%. Las referencias publicadas de fracasos son escasas, asi como el contenido de
la informacién. La mayoria de los fracasos envuelven multiples causas. Estos
mismos autores definen fracaso como “la cancelacion formal o informal del pro-
yecto de DW o el abandono del proyecto por no alcanzar las necesidades del ne-
gocio”. Se puede analizar la implementacion de un DW estudiando las causas
para su €xito 6 las causas que provocaron su fracaso. El presente estudio trata de
abordar el problema analizando cuales fueron los factores que provocaron el éxito
de un DW. Se eligio una empresa aseguradora con DW y se estudiaron los facto-
res que provocaron el éxito en su implantacion.

2 Modelo aplicado
Se va a abordar este apartado en las siguientes fases:
1) Planteamiento del problema seglin un modelo conceptual
2) Instrumento de muestreo
3) Analisis de los datos recopilados
4) Anélisis de confiabilidad

5) Obtencion de coeficientes de correlacion y grado de significancia a través
de SPSS

6) Resumen del rechazo o no de las hipdtesis segtin los coeficientes calcula-
dos

2.1 Planteamiento del problema segun un modelo conceptual

En este apartado se descubren las variables que intervienen en la construccion de
un DW y cuales son las correlaciones que se quieren probar como “no rechaza-
das”. Existen en la literatura varios modelos tedricos relacionados con los factores
de éxito implementacién de un DW. Un factor de €xito es critico cuando es nece-
sario su cumplimiento para los objetivos de la organizacion. Los factores criticos
de éxito (“critical success factors”) son aquellos factores que tienen que ocurrir
para lograr el éxito [10]. EI modelo elegido para este estudio es el que muestra la
figura 2, adaptado de [11]:
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Factores de Factores de Exito de
Implementacion Exito Sistema

Alineacion
estratégica

\j

Apoyo
Gerencial

\

Ambiente
Externo

Defensor

Factores
————— | Organizacionales

Y

\
\

Recursos

Calidad de los Datos

Participacion
del Usuario

\
 J

Adiestramiento,
apoyo operacional

y técnico Factores . ) Beneficios Netos
> Operacionales > >~ Calidad del Sistema LA percibidos
Planificacion del
Proyecto
Prototipo

Calidad de Servicio

Consultores
externos

Destrezas de Factores Técnicos
Equipo

Y

Sistema Fuente

Desarrollo
técnico

Figura 2. Modelo de Investigacion Propuesto por este Estudio

Los factores de implementacion se agrupan en: factores organizacionales, ope-
racionales y técnicos. Los factores de éxito se dividen en: calidad del sistema,
calidad de servicio y calidad de datos. Por ultimo, se entiende que el éxito del
sistema son los beneficios netos, ya que se esta midiendo el éxito en términos
economicos. En primer lugar, se va a realizar un andlisis de los datos recopilados
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en el apartado siguiente a nivel de porcentajes y de representacion de los resulta-
dos. En segundo lugar, se van a plantear posibles correlaciones entre grupos de
factores (constructos) a distintos niveles, siendo las relaciones las marcadas por
las fechas: los factores de implementacién estan correlacionados con los factores
de éxito y los factores de €xito estan correlacionados con el €xito del sistema. Por
tanto, las variables a correlacionar son los constructos de los niveles menciona-
dos. Como este estudio se ha realizado bajo la herramienta SPSS 15, se van a usar
los calculos que ofrece esta herramienta para las correlaciones bivariadas [12].
Por ello, las hipotesis nulas son las siguientes:

H1 Se asocia un nivel alto de calidad de datos con un nivel alto de benefi-
cios netos percibidos.

H2 Se asocia un nivel alto de calidad del sistema con un nivel alto de bene-
ficios netos percibidos.

H3 Se asocia un nivel alto de calidad de servicio con un nivel alto de bene-
ficios netos percibidos.

H4 Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacion de factores orga-
nizacionales con un nivel alto de calidad de datos.

H5 Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacidn de factores orga-
nizacionales con un nivel alto de calidad del sistema.

H6 Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacion de factores orga-
nizacionales con un nivel alto de calidad de servicio.

H7 Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacidn de factores ope-
racionales con un nivel alto de calidad de datos.

H8 Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacidn de factores ope-
racionales con un nivel alto de calidad del sistema.

H9 Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacidn de factores ope-
racionales con un nivel alto de calidad de servicios.

H10 | Se asocia un nivel alto de éxito en la complejidad de factores técnicos
con un nivel alto de calidad de datos.

H11 | Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacion de factores técni-
cos con un nivel alto de calidad del sistema.

H12 | Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacion de factores técni-
cos con un nivel alto de calidad de servicio.

Tabla 1. Hipotesis nulas
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Para medir las correlaciones entre dichos grupos se van a obtener unos coefi-
cientes de correlacidon. Existen unos rangos de valores de esos coeficientes para
los cuales se declara que ha habido una fuerte ¢ una débil correlacion, que se ve-
rdn en el apartado 2.5. Los contrastes de hipotesis se aplicaran de la siguiente
manera: tenemos sospechas de que el ambiente externo afecta a la calidad de los
datos, pero si el coeficiente de correlacion basado en las muestras indica lo con-
trario, podemos rechazar esta hipotesis.

SPSS ya tiene valores tipificados para realizar los célculos de los coeficientes
de correlacion y grados de significancia.

2.2 Instrumento de muestreo

Para medir la intensidad de las variables que aparecen en el nivel mas detallado en
el modelo anterior (Prototipo,...), se han creado dos versiones de cuestionario, A 'y
B. La primera versidon del cuestionario (tipo A, versidn larga), se prepard para la
muestra de sujetos compuesto por patrocinadores, lideres de proyecto, analista de
negocios y desarrolladores. Esta version del cuestionario incluye 50 items agru-
pados en veinte categorias. La segunda versidon del cuestionario, identificado co-
mo tipo B (version corta), se prepard para la muestra de sujetos compuesta por los
usuarios de negocio. Esta segunda versidon del cuestionario incluye 29 items
agrupados en once categorias y no aparecen items de las categorias: recursos, par-
ticipacion del usuario, planificacion del proyecto, consultores externos, destrezas
de equipo, desarrollo tecnoldgico, éxito de la implementacién con temas organi-
zacionales, éxito de la implementacion con temas del proyecto, éxito de la imple-
mentacidon con temas técnicos. Las respuestas pertenecen a un sistema de puntua-
cion de 1 a 7, que corresponden a:

1 - muy de acuerdo

2 - de acuerdo

3 - indeciso

4 - en desacuerdo

5 - muy en desacuerdo
6 - no s¢

7 - no aplicable

El cuadro 2 muestra los items del cuestionario B y las posibles respuestas. Se
diferencia del cuestionario A en que no aparecen items de los factores desconoci-
dos para los usuarios, que es a quienes va dirigido el cuestionario:
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La Alineacidn estratégica asegura el acoplamiento de las necesidades

. 3 51 €

4 del negocio y los planes de TI. 2 RN
El analisis de ROI es una herramienta util y efectiva para la toma de

5 decisiones que ayuda a alinear las estrategias y los recursos organizacio- L] 2| 3|4 5]6]7
nales.

6 En general, la gerencia ha animado la implantaciéon y el uso de DW. 2] 3]4]5]6]7

7 La sat1§fac01on del usuario ha sido una preocupacion importante de la ol sl al sl el 7
gerencia.

8 Comprension del ambiente externo. I 2] 3]4]5]6]|7

9 Un defensor de alto nivel del DW vino de un 4rea funcional. L] 2| 3|4 5]6]7

10 Un defensor de alto nivel del DW vino de TL. L] 234 5]6]7

11 Se dieron los adiestramientos necesarios para el DW. L] 234 5]6]7

12 Se implemento una infraestructura de apoyo para los usuarios del DW. L] 2 3|4 5]6]7

13 Desde sus inicios se definié el alcance del proyecto. 2] 3]4]5]6|7

14 Un prototipo fue utilizado para probar el concepto del DW. 1| 2f3]4]5]6|7
Definiciones comunes para los datos clave fueron implementados a -

15 . . 1| 2]3]4]5(6]7
través de los sistemas fuente.

16 Lps datos fuente utilizados para el DW fueron sistemas de aplicaciones ol sl 4l sl 6l 7
diversas.
Un niimero significativo de sistemas fuente tuvieron que ser modificados |,

17 . 1| 23 4f5|6]7
para proporcionar los datos para DW.
Los usuarios (aplicaciones) tienen datos mas exactos ahora en el DW que -

18 . . R ) 1| 2]3]4]5(6]7
los que tenian de sistemas fuente (Ej., sistemas de transaccion).
DW proporciona datos mas comprensivos a los usuarios (o aplicaciones) -

19 . - 1| 2] 34| 5|6]7
que los proporcionados por los sistemas fuente.
DW proporciona datos mas correctos a los usuarios (o aplicaciones) con

20 . 1| 23 4f5|6]7
respecto a los sistemas fuente.
DW ha mejorado la consistencia de datos a los usuarios (o aplicaciones)

21 . 1| 2 34| 5|6]7
con respecto a los sistemas fuente.

2 DW puede ajustarse de forma flexible a las nuevas demandas o condi- 1ol sl 4l sl el 7
ciones.

23 DW es versatil para lograr satisfacer las necesidades de los datos de los 1ol sl al sl el 7
usuarios.
DW integra con eficacia datos de una variedad de fuente de datos dentro 5

24 . Ly 2 34| 5|6]7
de la organizacion.

25 El DW aumento la satisfaccion del cliente. 1|2 415167

26 El DW aument? la cantidad de clientes. 1|2 4151 6|7

27 DW ha cambiado mi trabajo significativamente. 12 4151067
DW ha reducido a la comunidad de usuarios el tiempo que lleva el apoyo -

28 .. 1| 23 4f5|6]7
a la toma de decisiones.

29 DW ha reducido a la comunidad de usuarios el esfuerzo que lleva el ol sl al sl el 7

apoyo a la toma de decisiones.

Tabla 2. Resumen del cuestionario tipo B
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2.3 Analisis de los datos recopilados

El nimero total de cuestionarios contestados y recibidos fue 31. Se recibieron 2
cuestionarios de la primera versidn (tipo A). Se recibieron 29 cuestionarios de la
segunda version del cuestionario (tipo B). La tasa de respuestas global (de los dos
cuestionarios) fue de un 28%.

Se utilizé la estadistica descriptiva para la poblacidén de los usuarios de nego-
cio con el proposito de describir la distribucion de los factores organizacionales,
operacionales y técnicos. No se utilizo dicha estadistica para la poblacion de pa-
trocinadores, lideres de proyecto, analista de negocios y desarrolladores debido al
numero de la muestra obtenida (sélo se recibieron 2 cuestionarios tipo A).

Se calcul¢ la tasa del promedio para cada uno de los items del constructo de la
muestra obtenida para la poblacién de usuarios de negocio. Luego se calculd el
promedio por constructo para obtener la distribucion de los factores organizacio-
nales, operacionales y técnicos. Las columnas 6 y 7 (No aplicable y No sé) de la
escala utilizada en ambas versiones del cuestionario, alteran el valor del prome-
dio. Por tal razén no se consideraron para determinar el promedio de los factores
organizacionales, operacionales y técnicos ya que el promedio es sensible a los
extremos[13].

Los factores organizacionales agrupan las variables: alineacion estratégica,
apoyo gerencial, ambiente y defensor. El Grafico 3 presenta la variable apoyo
gerencial con la tasa mas alta entre los factores organizacionales.

Distribucion de Factores Organizacionales
@ Alineacion
O Defersor Estratégica
25% 25%
O Anbiente
Extermo O Apoyo
17% Gerencial
33%
B Alineacion [0 Apoyo O Anbiente O Defensor
Estratégica Gerencial Extermo

Figura 3. Distribucion de los Factores Organizacionales. Microsoft Excel v. 2003
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Alineacion estratégica y defensor obtuvieron el mismo porcentaje, un 25%.
Ambiente externo obtuvo un 17%. La tasa mas baja entre los factores organiza-
cionales.

Los factores operacionales se componen de dos variables: adiestramiento, apo-
yo operacional y técnico y prototipo. Observamos en la Grafico 4 las variables
adiestramiento, apoyo operacional y técnico con una participacion de 2/3 de los
factores operacionales. Prototipo obtuvo un 33%.

Distribucion de los Factores Operacionales

O Prototipo
33%
[ Adiestramiento,
apoyo
operaciomal y
..
6%
B Adiestraniento, O Prototipo

apoyo operacional y técnico

Figura 4. Distribucion de los Factores Operacionales. Microsoft Excel v. 2003

Distribucion de la Variable Sistenm Fuente
O Sistenn
Fuente 3
25%
A Sistenm
Fuente 1
M Sistena 0%
Fuente 2
0
5% @ Sistenm [ Sisterm O Sistena
Foente1 Fuente2 Fuente3

Figura 5. Distribucion de los Factores Técnicos. Microsoft Excel v. 2003
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Los factores técnicos de la versidon del cuestionario (tipo B), sélo contienen
una variable, Sistema Fuente. La grafico 5 nos presenta la distribucion de la va-
riable Sistema Fuente. Podemos observar sistema fuente 1 obtuvo una tasa de
participacion de un 50%, dejando con un 25% de participacion a los items sistema
fuente 2 y sistema fuente 3.

2.4 Analisis de confiabilidad

Se recogio evidencia de confiabilidad de la segunda version del cuestionario (tipo
B) mediante el calculo del coeficiente alfa de Cronbach (e<), método para estimar
la consistencia interna del cuestionario, [14]. El coeficiente alfa puede ser calcu-
lado mediante valores crudos o valores estandarizados. El célculo de ambos co-
eficientes sirve mas para propositos de comparacion que para cualquier otro pro-
posito. N es el numero de variables independientes que se tomaron en considera-
cion para estimar el coeficiente alfa.

El célculo del coeficiente alfa fue de .0714 (ver tabla 3). Este coeficiente de
confiabilidad es considerado alto. En [15], se sugiere para los tipos de investiga-
cion exploratorios, los niveles del coeficiente alfa mayores de 0.7 son considera-
dos altos. El resultado obtenido sirve como evidencia que abona a la confiabili-
dad del cuestionario.

Cronbach’s Alpha
Cronbach’s Basado en [tems
Alpha Estandarizados N
714 718 7

Tabla 3. Analisis de Confiabilidad de la Prueba

A partir de aqui se realiza el calculo y andlisis de los datos, para ver las posi-
bles relaciones entre variables, para lo cual se utilizaron como herramientas la
version 15 del programa de SPSS para Windows y el programa de aplicacion,
Microsoft Office Excel 2003.
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2.5 Obtencion de coeficientes de correlacion y niveles de significancia
con SPSS

Puesto que la mayor parte del estudio consiste en determinar relaciones entre va-
riables categoricas ordinales, se presentan las siguientes alternativas:

1) Utilizar el clasico test Chi-cuadrado para determinar relaciones entre va-
riables categoricas. Este es un test que no tiene en cuenta el orden de las
categorias, con lo cual se desaprovecharia esa informacidn. Por contra es
uno de los test mas comunes.

2) Utilizar tests especificos para determinar relaciones entre variables cate-
goricas ordinales. SPSS incorpora dos test (aunque hay mas):
- Test de Spearman [16]
- Test Tau de Kendall [17]
Estos dos coeficientes son una alternativa al de Pearson cuando las
variables son ordinales y/o incumplen el supuesto de normalidad.

3) Utilizar el clésico test de correlacion de Pearson para variables cuantitati-
vas.

Observando el cuestionario, la mayoria de las variables categoricas presentan las
categorias:
1- muy de acuerdo
2- de acuerdo
3- indeciso
4- en desacuerdo
5- muy en desacuerdo
Suponiendo que la distancia entre estas categorias sea la misma, se les puede
asociar un valor numérico que puede ser el propio que aparece en el cuestionario
y entonces se podria aplicar el test de Pearson. Este test se debe aplicar para dis-
tribuciones normales. Segun [18] las muestras cuyo numero de datos es mayor de
29 se pueden considerar casi normales, lo cual es el caso de esta muestra.

En consecuencia, se ha elegido el coeficiente de correlacion de Pearson- Pa-
ra interpretar el nivel de asociacion entre dos variables se utiliza el tamafio del
coeficiente de correlacion teniendo en consideracion los criterios establecidos por
[13]:
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Tamaiio de la Correlacion
.90 a1.00 (-.90 a—1.00)
.70 2 .90 (-.70 a -.90)

.50 a.70 (-.50 a-.70)

30 a.50 (-.30a-.50)

.00 a.30 (.00 a -.30)

Interpretacion

Correlacion bien alta positiva (negativa)

Correlacidn alta positiva (negativa)

Correlacion moderada positiva (negativa)

Correlacion baja positiva (negativa)

Si existe correlacion, es pequefia

Tabla 4. Reglas para Interpretar el Tamario del Coeficiente de Correlacion

SPSS ha obtenido resultados de este tipo, con tantas matrices cuadradas como
relaciones entre variables queremos estudiar:

Correlations

Factor
organizac Calidad
ional de datos
Factor organizacional Pearson Correlation 1 460"
Sig. (2-tailed) .018
N 26 26
Calidad de datos Pearson Correlation .460* 1
Sig. (2-tailed) .018
N 26 27

*. Correlation is significant at the 0.05 level (2-tailed).

Tabla 5. Resultado de la obtencion del coeficiente Pearson por SPSS

donde cada cruce en la fila de Pearson correlation indica el valor del coeficiente
de correlacion de Pearson; en la fila Sig. (2-tailed) indica el valor p, para este caso
es significativa a nivel 0.05. Si el valor p es menor que el establecido (0.05) la
correlacion es significativa. En este caso no se rechaza la hipdtesis de que las va-
riables Factor Organizacional y Calidad de datos estan correlacionadas. Por ulti-
mo, N es el numero de casos sobre el cual el coeficiente ha sido calculado.
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2.6

Resumen del rechazo o no de las hipotesis segun los coeficientes
calculados

Como se muestra en la tabla 6, la mayor parte de los valores obtenidos son bajos,
segun la escala establecida por [13], en la cual debe estar con valores iguales 6
superiores al .7. Sin embargo, teniendo en cuenta la literatura existente, no se tie-
ne evidencia de coeficientes mayores que los obtenidos para las hipdtesis H4, HS,
H7 y H8. Por consiguiente, estos coeficientes no indican que la asociacion entre
las variables mencionadas en las anteriores hipotesis es baja (por estar cercanos al
.5). En estos casos no se rechazan dichas hipotesis. El resto de las hipotesis se
rechazan con la muestra obtenida:

técnicos con un nivel alto de calidad de servicio.

Hipotesis Correlacion | Resultado
Pearson

H1 Se asocia un nivel alto de calidad de datos con un nivel alto de 368 Rechazada
beneficios netos percibidos.

H2 Se asocia un nivel alto de calidad del sistema con un nivel alto de |.303 Rechazada
beneficios netos percibidos.

H3 Se asocia un nivel alto de calidad de servicio con un nivel alto de |.219 Rechazada
beneficios netos percibidos.

H4 | Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacion de factores No se
organizacionales con un nivel alto de calidad de datos. 460" rechaza

HS5 | Se asocia un nivel alto de €xito en la implementacion de factores No se
organizacionales con un nivel alto de calidad del sistema. 459" rechaza

H6 | Se asocia un nivel alto de €xito en la implementacion de factores Rechazada
organizacionales con un nivel alto de calidad de servicio. 043

H7 | Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacion de factores No se
operacionales con un nivel alto de calidad de datos. 539™ rechaza

H8 | Se asocia un nivel alto de €xito en la implementacion de factores No se
operacionales con un nivel alto de calidad del sistema. 471" rechaza

H9 | Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacion de factores Rechazada
operacionales con un nivel alto de calidad de servicios. 257

HI10 |Se asocia un nivel alto de éxito en la complejidad de factores Rechazada
técnicos con un nivel alto de calidad de datos. 316

HI11 |Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacion de factores |-.017 Rechazada
técnicos con un nivel alto de calidad del sistema.

HI12 |Se asocia un nivel alto de éxito en la implementacion de factores |.264 Rechazada

Tabla 6. Resultados del contrate de hipotesis
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3 Conclusiones y lineas futuras

El presente estudio ha intentado reflejar la correlacion entre los factores que inter-
vienen en la implementacion de un datawarehouse. Se ha probado que los tamafios
pequefios de muestra no suelen servir para demostrar correlaciones que a-priori pa-
recen ciertas. Debido a las restricciones administrativas que imponen muchas em-
presas y a la falta de facilidades que muestran los encuestados, es dificil encontrar
tamafios de muestra fiables. Sin embargo, algunos factores si parecen estar relacio-
nados, asi que este estudio supone un punto de partida para aplicar los cuestionarios
en otras empresas del mismo tipo y asi obtener mas correlaciones. Se propone pasar
los tests para los otros coeficientes para descubrir niveles mas altos en los coeficien-
tes de correlacion. Con el conjunto de estos resultados se pueden obtener indicios
mas claros de los factores que hay que mejorar para obtener un datawarehouse exi-
toso en la organizacion. Por ultimo, también se propone hacer estudios de correla-
ciones parciales, para detectar las relaciones netas que hay entre variables, si es que
hay una tercera variable que influye en las anteriores.
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Abstract

The authors are working on the development of a computer package
that can automatically generate an accurate railway map of a cer-
tain network at any (past) date requested by the user, which could be
very useful for geographers, historians and engineers. It uses as in-
put: a set of historical events, the graph of the railway network at its
maximum extension and a list of geographical coordinates of sta-
tions, junctions, loading bays... (that are the nodes of the graph).
During the development of this package they have faced the mat-
hematical problem of recognizing (and precisely describing) a cer-
tain transportation route within a complex transportation network
(graph). This latter problem is treated here. Only the use of elemen-
tary graph theory is required.

1. Introduccion

Los autores estan trabajando en el desarrollo de un paquete computacional que
pueda generar automaticamente un mapa preciso de una red ferroviaria en cual-
quier fecha (pasada) dada por el usuario, lo que podria ser muy util para historia-
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dores, geografos e ingenieros, al poder mostrarse graficamente la evolucion de
una red ferroviaria [5,6,2]. Usa como entradas:

e una serie de hitos historicos fechados, correspondientes a lineas comple-
tas o partes de lineas (inauguraciones, duplicaciones, electrificaciones,
cierres al trafico de viajeros...),

e ¢l grafo [1,3] de los tramos que han sido construidos o, al menos, han es-
tado en construccidn en algln instante,

e una lista de coordenadas geograficas de estaciones (nodos del grafo).

El primer bloque de informacién ha sido proporcionado por el tercer autor, que
mantiene la que es posiblemente la mas detallada base de datos al respecto sobre
la red espafiola de ancho ibérico (Figura 1).

[} Cérdoba a Almerchan
105|Apertura (VUS) 1868 4 1 Almarchdn a Belmez (MZ4) Almarchdn (0,440 Alm.a BéL) Bélmez (64,054 Alm. ABél. =F0671 Cor. a Bél)
106 | Apertura (VUS) 18700 11 23 Cordoba a Bélmez (dndaluces)  Alhondiguilla (43,195 Cdr. a Bél) Bélmez [FOE£71 Cdr. a BE=64,054 Alm. ABél)
107 | Apertura (VUS) 1873 7 11 Cordoba a Bélmez (dndaluces)  Ohejo (22,343 Car. ABEL) Alhondiguilla (43,195 Car. a Bél)

108 | Apertura (YUS) 1873 9 5 Cordoba a Bélmez (Andaluces)  Cdrdoba Cercadilla (0,000 Car. a Bel) Ohejo (22,343 Car ABel)

Figura 1: Algunas de las cientos de lineas del fichero de hitos historicos
correspondientes a la red ferroviaria espariola de ancho ibérico.

El segundo bloque de informacién ha sido proporcionado también por la Fun-
dacion de los Ferrocarriles Espafioles (Figura 2).

EL PORVENIR 04 2098262 84 4.243.881,80 03 Apeadero-Cargadero
PEMNARROYA-PUEBLONUEYD 01 301.250,83 4.240.824,02 04 Cargadero

BELMEZ 013 306930594 423750936 03 Cerrado en linea ahierta
VILLANUEYA DEL REY o1 314 343 65 4233604 51 06 Cerrado en linea cerrada

ESPIEL o 320,825 83 4.227.605,63 07 Estacion
ALHOMNDIGUILLA-VILLAVICIOSA o7 322968149 4.226.312,27 "0 Bifurcacion

EL PARRALEIC 04 33058261 422040473 1 Bifurcacion cerrada en linea ahierta
EL VACAR-VILLAHARTA o1 33710521 4216.833,10 M2 Bifurcacion cerrada en linea cerrada

Figura 2: Algunas de las lineas del fichero de coordenadas de estaciones, cargaderos,
apeaderos, bifurcaciones... de la red ferroviaria espariola de ancho ibérico.

El tercer bloque (C2) ha sido obtenido a partir de mapas de la red de distintas
épocas [4,9-12]' y es un conjunto de conjuntos de dos elementos, cada uno de los

cuales representa a una arista (Figura 3).

I En la www se pueden encontrar mapas menos detallados de la red espafiola como [13].
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CA:={ {Frontera Elvas,Badajoz Frontera},
{Badajoz_Frontera,Badajoz},
{Badajoz,Talavera la Real},
{Talavera la Real,La Vara},
{La_Vara,Guadiana del Caudillo},
{Guadiana del Caudillo,Montijo},
{Montijo,Torremayor},
{Torremayor,Garrovilla}, ...}

Figura 3: Algunas de las aristas del grafo correspondiente a la red
ferroviaria espaiiola de ancho ibérico.

El problema es que los hitos afectan por lo general a partes de linea, por ejem-
plo Obejo - Alhondiguilla (linea 107 del archivo parcialmente mostrado en la Fi-
gura 1), cuyos extremos no suelen ser estaciones adyacentes. Consecuentemente
el hito recogido afecta a varias aristas del grafo. Comentaremos en este articulo
las dificultades que se presentan al tratar de automatizar la determinacion de las
aristas del grafo afectadas por un hito historico.

2. Sobre el reconocimiento “de visu” de rutas en redes ferroviarias

En la mayor parte de las actividades humanas la informacion contextual forma
parte (consciente o inconscientemente) de la informacidn procesada por el sujeto.

En el caso que nos ocupa (reconocimiento de lineas o rutas en una red de
transporte compleja) se utilizan diversas técnicas.

Por ejemplo, en metros y suburbanos (y también en redes de tranvias y de cer-
canias), donde las lineas suelen funcionar como explotaciones independientes,
invirtiendo los convoyes continuamente el sentido en las estaciones finales o re-
corriendo incansablemente lineas circulares, se suelen distinguir unas lineas de
otras utilizando distintos colores para cada linea. La representacion no correspon-
de a criterios geograficos (como una proyeccion conforme o isométrica), sino que
las lineas de la red se esquematizan priorizando que se distingan con claridad,
aunque sea en detrimento de su ajuste a la realidad geografica. Parece que este
tipo de representacion fue inventada por Harry Beck para el mapa del metro de
Londres de 1933 [14].

En ocasiones en que hay mas de una ruta, se afiade una informacion geogra-
fica extra, por ejemplo su situacion al este o al oeste de un pais. Asi, hay histori-
camente dos grandes lineas de ferrocarril, construidas a mediados del siglo XIX,
que compiten por los viajeros del trayecto Londres — Edimburgo: la East Coast
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Main Line (ECML) y la West Coast Main Line (WCML). La primera linea, discu-
rre por Leeds y Newcastle, con un trazado suave [16] y la segunda por Birming-
ham y Manchester [17].

En otros casos en que también hay mds de una posibilidad razonable para rea-
lizar un trayecto en tren, se opta por afiadir una estacion intermedia. Por ejemplo,
en la red de Renfe previa al comienzo de la alta velocidad, todos los trenes Ma-
drid - Badajoz aclaraban si eran “via Céceres” o “via Ciudad Real” (Figura 4). La
primera de ellas aprovecha parte de la red de la antigua compafiia MCP (Madrid
Céaceres Portugal) y la segunda es el acceso a Badajoz original de la antigua com-
pafiia Madrid Zaragoza Alicante (MZA)>. El que este segundo trayecto era por

Algodor y no por Aranjuez y Manzanares se suponia conocido.

Algo similar ocurria, por ejemplo, en los tiempos inicales de Renfe entre Cor-
doba y Sevilla, donde el acceso a Sevilla por Marchena y Utrera (heredado de la
Compaiiia de Andaluces) competia todavia con el acceso de MZA por Los Rosa-
les (Figura 4)3.

Pero esto no es conveniente normalmente en las redes ferroviarias, donde mul-
titud de rutas utilizan un mismo tronco comun (por ejemplo, antes de la construc-
cion del acceso ferroviario en alta velocidad a Andalucia —~AVE—, gran parte del
recorrido desde Madrid (hasta Linares) era comun para los convoyes con destino a
cualquier ciudad andaluza (Figura 4).

También se puede distinguir una ruta por las caracteristicas de la linea. Asi por
ejemplo, desde Madrid se puede acceder por ferrocarril a Cérdoba (Figura 5) por
la linea de alta velocidad (o de ancho internacional) y por la linea estandar (de
ancho ibérico)?.

2 Gran parte de la linea Madrid - Ciudad Real original (excepto la parte inicial usada
para el servicio de cercanias de Madrid) fue levantada cuando se construy6 el acceso fe-
rroviario en alta velocidad (AVE) a Andalucia. Los trenes de Madrid a Badajoz por Ciu-
dad Real llegan actualmente a Ciudad Real por Manzanares (esto es, utilizando la linea de
Andalucia de ancho ibérico).

3 Notese que en Carmona hay dos estaciones aisladas.

4 Anteriormente se podia acceder también por la linea de Extremadura (Madrid —
Ciudad Real — Almorchon) y tomando luego la Almorchén — Cordoba, pero esta tltima
qued¢ cortada en las proximidades de Cordoba por la linea del AVE.
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Figura 4: Red ferroviaria del sur espariol en 1941

(Fuente: Fundacion de los Ferrocarriles Esparioles).

Por lo general hay gran diferencia entre el tiempo que requiere un usuario ex-

perto en un mapa de una red ferroviaria compleja y el de alguien que no la domina
para reconocer, por ejemplo, el itinerario mas corto o la linea principal.

3. Indecidibilidad del reconocimiento de rutas sin informacion contex-
tual o extra

En un ejemplo sin ciclos como el de la linea Badajoz — Mérida (Figura 5), no hay
alternativas posibles que no pasen dos veces por una misma estacion. Pero, por lo
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general, las lineas de las redes ferroviarias suelen contener aristas de distintos
ciclos [7,8] (en Europa una de las pocas excepciones es Portugal, con muy pocos
ciclos en su red, formada histéricamente por muchas “antenas™).

" Espoiiy'Y

o Eﬁrdr::l;:}a-‘ Jdadh L%
: s

Figura 5: Red ferroviaria espariola entre Madrid y Cordoba en 2006
(Fuente: Fundacion de los Ferrocarriles Espaiioles).

Consideremos el caso del la red ferroviaria ideal, de caracteristicas técnicas
homogéneas, de la Figura 6. Supongamos que los puntos marcados representan
las Unicas estaciones existentes y que los puntos V 'y W son diametralmente
opuestos. En tal caso no podemos preferir objetivamente una de las dos rutas de A
a B, A-F-W-G-B o A-F-V-G-B, usando un criterio tradicional (como minimizar el
numero de nodos intermedios, minimizar la distancia, minimizar el tiempo...)
pues no habria un minimo sino dos minimales (para cada criterio).
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Figura 6: Un ejemplo en que no hay una ruta minima, sino dos minimales.

4. Necesidad de introducir nuevos nodos “imaginarios” para automa-
tizar el reconocimiento de rutas

Una variante mejora un trazado o se realiza por causa de fuerza mayor (por ejem-
plo, la antigua estacion de Rio Tajo, en la linea de Caceres a Plasencia, yace bajo
las aguas de un embalse).

Consideremos la linea férrea y la variante de nueva construccion (en trazado
grueso) de la Figura 7.

A

Figura 7: Una linea en que se construye una variante.

Para poder construir automaticamente un mapa de cada momento histérico, el
sistema debe poder determinar con precision cual es cada una de las dos rutas
posibles (antigua/moderna) a partir del grafo. Pero bastaria para ello incluir dos
nuevos nodos “imaginarios” (en el sentido de que no corresponden con estacidon o
similar) en los puntos en que se separan los trazados nuevo y antiguo (BI1 y BI2
en la Figura 8), asi como un nuevo nodo imaginario en cada uno de los trazados
(NI1 y NI2 en la Figura 8).
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NI1 BI2

BI1 NI2

A

Figura 8: Distinguiendo la antigua linea de la variante.

Asi, podriamos describir la linea de A a B antes de la construccion de la va-
riante como la concatenacion de los caminos minimos de A a NI1 y de NI1 a B en
el grafo, mientras que la linea de A a B después de la construccion de la variante
seria la concatenacion de los caminos minimos de A a NI2 y de NI2 a B.

Notemos que, aunque este proceso de adjuntar informacion extra al grafo seria
manual, habria que hacerlo sélo una vez, utilizdndose esta informacion para la
creacion automatica del mapa en cualquier fecha.

Esta misma solucidn planteada para las variantes se puede aplicar a los bypasses.

En el caso particular de la variante de la estacion de Rio Tajo mencionada mas
arriba, se presenta el problema afiadido de que tanto la antigua estacion como la
moderna se denominan “Rio Tajo”. Hemos optado en denominarlas “Rio Tajo 1”
y “Rio Tajo 2” (respectivamente) y alterar todo lo que las afecta manualmente.

5. Solucion adoptada

En nuestra aproximacion al problema de generar automaticamente mapas de cual-
quier fecha pasada, hemos pensado, como ya hemos dicho, almacenar en un grafo
(como aristas), todos los tramos de lineas de ferrocarril existentes en la actualidad,
o que alguna vez han existido o que, al menos, han estado en obras alguna vez.
Los nodos del grafo seran pues todas las estaciones, apeaderos, cargaderos, bifur-
caciones... que alguna vez han existido o que, al menos, se han situado en lineas
en obras alguna vez .

Se ha decidido desarrollar la primera version “beta” del sistema sobre un sis-
tema de computo algebraico (CAS), con lo que se tiene disponible un comodo
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lenguaje de programacion, la posibilidad de realizar operaciones con listas y con-
juntos, y potentes comandos sobre representacion grafica de funciones.

El paquete se divide en dos grandes bloques.
e un primer bloque corresponde al cédigo que lleva a cabo los procesos
e ¢l segundo bloque incluye la informacion de la red ferroviaria.

Tratamos de que el proceso sea tan automatico como sea posible, pero, como
ya hemos comentado mas arriba, el problema de reconocer una parte de una linea
dados sdlo sus extremos puede ser indecidible sea cual sea el criterio elegido.

Por ello, en la fase de disefio del paquete (o cuando un usuario experto decide
implementar una nueva red ferroviaria, con lo que tiene que construir un nuevo
segundo bloque), es necesario incluir una fase manual de depuracion de datos en
la que se expliciten manualmente las situaciones conflictivas. Este proceso se
puede hacer a la vista del propio mapa que el paquete puede generar de la red
completa, antes de que se realice ninguna inauguracidon (como el de la Figura 9,
pero sin colorear segun la via sea unica/doble, electrificada/no electrificada, esté
abierta a todo tipo de trafico/sélo a trafico de mercancias/cerrada/via verde...). Es
de destacar que este proceso manual se lleva a cabo una tnica vez y serd aprove-
chado al generar el mapa en cualquier fecha que el usuario elija.

Aceptando estos condicionantes, la estrategia adoptada ha sido que el paquete
busque los tramos a que afecta el hito historico utilizando un algoritmo de cami-
nos minimos en el niimero de nodos intermedios (Dijsktra)

6. Situacion actual y futuro desarrollo

Como se ha visto en la seccion anterior, una primera version “beta” del paquete es
capaz de generar mapas si se le dan perfectamente depurados los tres archivos
mencionados mas arriba. Esto se ha hecho ya con la red de ancho ibérico de la
Comunidad Auténoma de Extremadura (Figura 9). Esencialmente, esta pendiente:

e depurar los datos correspondientes al resto de la red ferroviaria espafiola,

e portar el paquete a un sistema de computo algebraico de software libre
como Maxima [18], de modo que los mapas puedan ser generados y utili-
zados libremente por cualquier miembro de la comunidad cientifica, asi
como que se puedan afiadir a este formato los de otras redes,
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e mejorar algunos detalles del paquete, como admitir el cambio de nombre
de algunas estaciones a lo largo de la historia (por ejemplo, la estacion de
Monfragiie se denomind previamente Plasencia Empalme y antes Pala-
zuelo),

e tratar de automatizar la depuracioén de datos, de forma que el sistema pre-
gunte solamente cuando la existencia de un ciclo le hace dudar entre dos
caminos de longitud similar (en numero de nodos).
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Figura 9: Mapa de la red ferroviaria en Extremadura dibujado automdticamente.
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8. Conclusiones

Generalmente aislamos las explicaciones de las clases de matematicas del mundo
real, sin conectar los problemas y ejemplos con las aplicaciones. Pero existen
multitud de ejemplos atractivos que pueden ser tomados del mundo real.

Por ejemplo, ajustar una reaccion quimica puede ser el motivo para introducir
los sistemas (lineales) diofanticos. O plantear la expresion algebraica que expresa
los gastos que acumula el uso de un automoévil, en funcion de varios parametros,
puede justificar la necesidad de tratar ecuaciones algebraicas no lineales.

Cuando se trata de formalizar un problema para su informatizacion suele ocu-
rrir que la matematizacion previa del problema hace aflorar problemas matemati-
cos que habian pasado previamente inadvertidos. En este caso hemos planteado
un problema de origen geografico-histdrico, cuya automatizacion requiere mane-
jar teoria de grafos elemental y cuya precision requiere introducir nuevos nodos
no previamente considerados y que lleva a utilizar un algoritmo de btisqueda de
caminos minimos.

Problemas como este pueden servir para justificar la introduccion de la teoria
de grafos o como acicate para estimular a profundizar en su estudio.
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Reseiia de libros

AGUSTIN CARRILLO DE ALBORNOZ TORRES (Coordinacién) et al.: Mate-
madticas con calculadora grdfica. Unidades didacticas. Edita: SAEM THALES y
CASIO, 2007. ISBN: 978-84-920056-9-7. Paginas: 178.

Esta publicacion recoge las unidades didacticas premiadas en el Concurso
GRAFICAL-2006, convocado en el XXV aniversario de la SAEM THALES.

A los profesores dispuestos a utilizar calculadoras graficas en su quehacer
diario, les agradaré esta publicacion, y a los que tienen sus consabidas reticencias,
se les brinda esta oportunidad para cambiar de opinion. Para ello, vamos a trans-
cribir el indice de las unidades didacticas desarrolladas y sus autores:

1. Ecuaciones, inecuaciones y sistemas. Una aplicacion economica de la funcion
exponencial, por J.M. Fernandez Rodriguez y J. L. Iranzo.

2. Funciones polinomicas y racionales, por A.M. Carrion de la Fuente.

3. La funcion polinomica de segundo grado, por L. Barrios.

4. Estadistica bidimensional, por M.T. Valdecantos.

5. Funciones lineales y cuadrdticas, por A. Camacho, M.A. Guil y M.T. Valero.
6. La calculadora grdfica, por R. Ramirez y E. Sanchez Mingorance.

7. Sistemas de ecuaciones, por M.A. Frias.

Todas las unidades didacticas se inician con una introduccién donde se indica
para qué nivel de ensefianza y en qué tema se va a utilizar la calculadora grafica.
A continuacion aparecen los objetivos y después el desarrollo de contenidos, en
los que se detalla como explicar el tema usando la calculadora. Para finalizar se
exponen los criterios de evaluacion.

En la primera unidad didéctica el tema propuesto se presenta de un modo muy
completo, pues se ofrecen todos los apartados estudiados, con graficas y resulta-
dos, que han sido tomados directamente de la calculadora. En la segunda y terce-
ra, se hace de modo similar, mostrando bastantes resultados y graficas tomados
directamente de la calculadora. Sin embargo, las restantes unidades didacticas,
aunque también hacen uso de la calculadora, muestran menos resultados tomados
directamente de pantalla.

El libro merece ser leido con todo detalle, para ver plasmados esos resultados
y esas graficas en nuestro trabajo con los alumnos.

Enrique Rubiales
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VARIOS AUTORES: Matemadtica Educativa. Algunos aspectos de la Socio-
epistemologia y la visualizacion en el aula. ISBN 84-7978-786-4. Ediciones Diaz
de Santos, 2007. Paginas: 325.

A mediados del siglo pasado, los trabajos y las publicaciones de J. Piaget lla-
maron la atencién de lo que puede llamarse “gran publico” de los educadores, y
no solamente de los especialistas. Su intento de descubrir las reglas, si existen, del
proceso por el que el conocimiento cientifico se instala en la mente del adulto, fue
una base sobre la que otros autores, que particularizaban sus trabajos en la ense-
flanza de las Matematicas en la edad Infantil y Primaria, iniciaron un cambio de
perspectiva. La atencion no se fijaba, sobre todo, en el mero concepto matemati-
co, sino que se desparramaba hacia cosas como el ambiente social , la psicologia
del alumno, lo que se llamo psicologia del aprendizaje, y los educadores se habi-
tuaron a palabras que no usaban en ese contexto: semantica oculta de los con-
ceptos , teoria de las situaciones didacticas, Ingenieria Didactica, epistemologia
cientifica, metacognicidén, metacontrato, ontosemiotica, y tantas otras. Sin duda,
todo debido al interés de los educadores por aclarar y facilitar el aprendizaje del
alumno; ahora no comentamos ni juzgamos sino que nos limitamos a describir.

Una de esas direcciones de trabajo teorico, sostiene que el conocimiento ma-
tematico es de naturaleza social. No interesa tanto la epistemologia de los concep-
tos, sino la epistemologia de las actividades sociales, especialmente, de las activi-
dades sociales desarrollables en el aula, puesto que hablamos de trabajo escolar.
El libro de referencia ejemplifica muy bien lo que significa todo eso y lo hace
mediante el tratamiento de temas concretos. De las tres partes en que se divide el
temario, la primera es la més extensa y, con doscientas paginas, viene a ocupar,
aproximadamente, los dos tercios del total del libro. Su titulo general es La So-
cioepistemologia de la Matemdtica de la Variacion. Esa Matematica de la varia-
cion se particulariza en los capitulos siguientes:

La integral definida: un enfoque epistemoldgico.

Redisefio del Calculo Integral escolar fundamentado en la prediccion.

Lo periddico: una revision en el marco de la Socioepistemologia.

Un estudio didéctico relativo a la nocion de convergencia.

Sobre la naturaleza y significados de los exponentes.

La derivada y el Célculo. Una mirada sobre su ensefianza por medio de
los textos y programas.

S e

En cada uno de esos trabajos, todos de investigadores mejicanos, hombres y
mujeres, principalmente de las Universidades de Chiapas y de Guerrero, la meto-
dologia es la misma: para empezar, se expone la orientacion que textos clasicos
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dan al tema; sefialan después las dificultades que esa orientacidn producen en
algunos alumnos y por ultimo proponen otras orientaciones del tema que los au-
tores consideran encajables en el marco de la socioepistemologia. No se recogen
resultados de ese modo de actuar, que, sin duda, seran expuestos en obras poste-
riores.

La segunda parte, de setenta paginas de extension, se titula Visualizacion y
Registros de Representacion. El tema esta ejemplificado en tres puntos:

7. Visualizacion y generalizaciones: el caso de la determinacion de lugares
geométricos.

8. Una alternativa para el tratamiento de ciertos limites de funciones trigo-
nométricas: una secuencia didéctica.

9. La Geometria Analitica: ;Cémo presentarla de manera interesante para
los alumnos de educacion media superior?

La metodologia es la misma sefialada para los trabajos de la primera parte. En
particular, en el trabajo 8 se emplean siete paginas recordando textualmente el tra-
tamiento que se hace en distintos textos. En ese trabajo, si se presentan, también,
algunos resultados obtenidos con la presentacion preconizada por los autores.

Por ultimo, la parte tercera, de cuarenta y cinco paginas, se titula Aspectos del
Lenguaje Proposicional y el Algebra Lineal. Esos aspectos estan desarrollados en
dos capitulos:

10. ;Cémo propiciar el desarrollo de la habilidad para traducir enunciados del
lenguaje natural al lenguaje de la logica proposicional?
11. Disefio de actividades: ejemplos de Algebra Lineal.

Puesto que la Didactica de la Matematica no es un capitulo de la Matematica,
todo trabajo sobre Didactica, a cualquier nivel escolar, tiene partes discutibles y
quizé en ello radique su encanto para quienes creen que lo tiene. Eso viene a sig-
nificar que solamente la lectura personal debe decidir sobre la importancia de todo
trabajo. Los que se publican en esta obra vienen avalados en portada por los Pro-
fesores Crisologo Dolores, Gustavo Martinez, Rosa M. Farfan, Carolina Carrillo,
Ivan Loépez y Catalina Navarro, Profesores o investigadores en la Universidad
Auténoma de Guerrero (Méjico) y pertenecientes al CLAME (Comité Latinoame-
ricano de Matematica Educativa), todos ellos bien conocidos por sus numerosos
trabajos en la materia. Participan en la obra otros dieciséis.

Alberto Aizpun
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Instrucciones para el envio de originales
para su publicacion en el boletin

Los originales de articulos, problemas, resefias de libros, anuncios de congre-
sos, etc., deben enviarse en papel por duplicado y ademas también en formato
electronico, del modo especificado al final de estas instrucciones.

Formato

Para facilitar la impresion es preferible usar procesador Word o LaTex. El
formato de texto debe ser 17cm x 12.8cm. El tamafio de letra de texto 11 puntos.

Los articulos comenzaran con el titulo en mintsculas de 16 puntos, nombre de
autores en minusculas de 12 puntos en negrita, referencia de su departamento o
institucion de trabajo, direccion de correo electronico (si se tiene) y “abstract” de
unas lineas en inglés en letra italica (cursiva).

Los epigrafes de seccion numerados (excepto el de introduccion que ird sin
numerar), en minusculas negritas en 12 puntos, sin punto final. Las subsecciones
se numeraran con dos digitos separados por un punto.

La primera linea posterior al titulo de seccidn o subseccidon no se indentara.
Después de cada punto y aparte no se dejard ninguna linea en blanco y la siguien-
te linea se indentara solo 5 espacios (tal como estan escritas estas instrucciones).

La bibliografia al final, sin palabras completas en mayusculas, con los titulos
de libros o articulos en italica, no incluyendo nada mas después de la bibliografia.

Las figuras deben ser de buena calidad (impresas desde ordenador, debiéndose
evitar los bosquejos a mano alzada). Serdn incluidas en el lugar apropiado del
texto y en el tamafio en que deban ser reproducidas.

Las soluciones de problemas propuestos en nimeros anteriores del Boletin de-
ben comenzar indicando: “Problema ntiimero (Boletin nimero)”, tal como suelen
aparecer en el Boletin, y terminar con el nombre del autor de la solucidon de cada
problema.

Las resefias de libros, como suelen aparecer en el Boletin, terminando con el
nombre del autor de la resefia.

Si se usa Latex, en estilo “article” y si se usan paquetes especificos de Latex,
deberan incluirse los archivos correspondientes a esos paquetes.

Si se usa otro procesador, distinto de Word o LaTex, debera ajustarse exacta-
mente al tamafio de formato, pues habria de ser escaneado.
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Envio de las copias en papel

Enviar dos copias en papel por via postal a la sede de nuestra Sociedad, a la di-
reccion que figura en la pagina 2 de este nimero del Boletin. Las paginas sin nu-
merar, pero numeradas a lapiz al dorso.

Envio del fichero o ficheros en formato electronico

Se enviara por correo electrénico a la cuenta puigadam@mat.ucm.es 0 bien,
junto con las copias en papel, en un disquete formateado para PC compatible, con-
teniendo el/los archivo/s del documento en el procesador de texto utilizado.

Seleccion de originales

Seran revisados por profesionales del mundo académico, para decidir si se ajus-
tan a la linea general del Boletin. Si se considera oportuno, se pedird a los autores
que reduzcan su extension o hagan algunas modificaciones en su contenido.

Adquisicion de numeros atrasados de nuestro Boletin

Los numeros atrasados del Boletin, de los cuales existan ejemplares sobrantes,
podran ser adquiridos al precio de coste de seis euros ejemplar. Los numeros de
los que atn quedan algunos ejemplares sobrantes son los siguientes:

35, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57,
58, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77 y 78.

El importe puede ser abonado mediante cheque a nombre de /a "Sociedad Puig
Adam de Profesores de Matematicas", o mediante transferencia a la cuenta co-
rriente nuimero 3025-0006-24-1400002948 al mismo nombre de la So-
ciedad, domiciliada en la entidad bancaria:

Caja de Ingenieros, c¢/. Carranza,S Madrid-28004

La carta de peticion se enviara a la sede de nuestra Sociedad, que figura en la
pagina 2 de este nimero del Boletin. En la carta se indicara el nimero o nimeros
a adquirir, incluyendo en ella la direccion a donde se han de enviar y el corres-
pondiente cheque nominativo o resguardo de transferencia.

95



